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La robotique est considérée aujourd’hui comme un des grands 
axes du progrès scientifique et technique. La gamme des problè- 
mes qui s’y posent est extrêmement large. Des centaines d’organis- 
mes et de sociétés dans les pays industrialisés mettent au point et 
commercialisent des robots de plus en plus sophistiqués, cherchent 
et découvrent de nouvelles et spectaculaires applications dans diffé- 
rentes industries; de nombreux centres de recherche œuvrent pour 
multiplier les facultés des robots, les rendre encore plus fonctionnels ; 
des conférences et des colloques sont organisés au niveau national 
et international pour discuter différents problèmes de robotique; 
des revues et monographies spéciales paraissent. Les publications 
se comptent par milliers. 

Toutes les recherches technologiques, calculs économiques et 
pronostics scientifico-techniques aboutissent à une opinion commune: 
l'implantation massive des robots promet des avantages techni- 
ques, économiques et sociaux inestimables; l'intérêt accordé à leur 
mise au point et perfectionnement est déjà justifié, car on peut indi- 
quer des millions de postes où les robots sont capables de se substi- 
tuer avantageusement à l’homme afin d'assumer des tâches ingrates 
et monotones. 

Il y a 40 ans, on ne pouvait même pas rêver de créer un automate 
qui ressemble tant soit peu à la «structure vivante» par sa 
liberté de mouvements. Cet automate devait comprendre une multi- 
tude de mécanismes variés capables de réaliser une large gamme de 
mouvements. La gamme en question serait cependant invariable, 
figée, définie une fois pour toutes, et ne pourrait être modifiée qu’au 
prix d’un changement apporté à l’automate lui-même, à son architec- 
ture et configuration. 

Vinrent ensuite les ordinateurs. Ils ne comportaient pas de mé- 
canismes imposant un couplage rigide entre les « entrées » et les 
« sorties » de ces automates. Ils utilisaient des mécanismes « numé- 
riques », polyvalents et flexibles, applicables grâce à leurs qualités 
non seulement au calcul automatique et à la résolution automatique 
de problèmes mathématiques mais aussi à la conduite automatique 
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de machines. La réalisation de ce potentiel, depuis plus d'un quart 
de siècle, a apporté de bons résultats. Il suffit de dire que la produc- 
tion industrielle contemporaine serait impossible sans les machines- 
outils à commande numérique (MOCN). 

Une MOCN surclasse facilement une machine-outil classique 
quant à la richesse des gammes de mouvements réalisables. Cepen- 
dant son architecture d'ensemble et ses fonctions restent les mé- 
mes qu'auparavant. Elle ne fait que fraiser si c’est une fraiseuse, 
tourner si c’est un tour, percer si c’est une perceuse — sans plus. 
On peut dire qu'on a fait les choses à moitié: le nouveau procédé 
de pilotage — la commande numérique — a été adapté à une machi- 
nerie traditionnelle. L'effet technique et économique est certes im- 
pressionnant, mais les MOCN n'ont finalement pas justifié le surnom 
de robots à col bleu que l’on rencontrait si souvent sur les pages des 
revues étrangères il y a une dizaine d'années. 

Ce n'est qu'après avoir « accouplé » un système de commande 
flexible et polyvalent à un effecteur flexible et polyvalent, après 
avoir appliqué les mécanismes numériques à la commande des « bras 
mécaniques » doués d’une motricité étonnante, que l’on a pu créer 
par des moyens techniques un automate versatile, le robot, capable 
de reproduire des mouvements et des procédés de travail qui ont 
toujours été considérés comme l'apanage de l’homme. 

Le bras humain, outil de travail par excellence. est nanti d’une 
motricité unique. L'homme saisit avec la même aisance l’aiguille 
à coudre, le livre, la tasse, manie la lime, le fer à souder, le marteau, 
imprime à ces outils une multitude de mouvements complexes, lents 
ou rapides, grossiers ou précis, menus ou larges. S'il le faut, l'homme 
fait remuer le tronc et les jambes qui contribuent alors à assurer le 
mouvement résultant nécessaire des mains. On s'étonne devant la 
générosité, la redondance motrice du « mécanisme vivant ». Celui- 
ci est entièrement recouvert de muscles qui réalisent la flexion et 
l’extension de chacune des articulations du corps. La nature n'a pas 
lésiné sur les moyens, là non plus, pour rendre l’homme capable de 
se déplacer et de faire des mouvements à volonté, de doser et d’orien- 
ter ses efforts dans l’espace en les adaptant aux charges et aux résis- 
tances subies. Les fonctions de gestion des mouvements et de leur 
contrôle sont assumées par un autre organe vivant unique: le cer- 
veau humain. 

On connaît déjà pas mal de choses sur l'architecture, les fonc- 
tions et les propriétés de ce système universel capable d'effectuer une 
infinité de mouvements utiles, ainsi que sur ses trois sous-systèmes : 
moteur (le squelette), actionneur (les muscles), directeur (le cer- 
veau). Il reste cependant bien des choses que l’on ne connaît pas! 

On sait par exemple que les longueurs relatives de la main, de 
l’avant-bras, du bras varient très peu suivant les sujets, alors que la 
longueur totale absolue du membre supérieur présente des variations 
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assez importantes. Pourquoi ? Quelle est la raison de cette invariance 
des proportions? Est-elle purement esthétique, ou bien sont-ce les 
particularités géométriques du bras qui entrent en jeu? 

On sait quels groupes de muscles commandent chacune des arti- 
culations du bras humain. Mais on ignore s'ils confèrent au bras des 
propriétés mécaniques particulières et quelles sont ces propriétés. 
Que sont les principes de fonctionnement de l'appareil musculai- 
re ? 

La redondance motrice permet au bras de réaliser n'importe quel 
mouvement d’une infinité de façons. Quelle est la ou les façons de 
composer le mouvement qu'on voit se réaliser finalement ? Comment 
le cerveau humain gère-t-il la redondance motrice? Comment ré- 
partit-il le mouvement résultant désiré de la main suivant les arti- 
culations mobiles ? 

La liste des questions de ce genre, qui se posent quand on essaie 
de pénétrer les particularités de la mécanique et de la commande 
d’un système vivant, est malheureusement fort longue, ce qui tient 
peut-être au fait que ces questions n’ont présenté, jusqu'à un passé 
récent, qu'un intérêt purement théorique et spéculatif. Aujour- 
d’hui les réponses à ces questions pourraient constituer une contribu- 
tion précieuse à la théorie des robots. 

Le concept de robotique englobe une vaste classe de machines 
qui travaillent « en duo » avec l’homme, et d’automates qui fonc- 
tionnent sans que l’homme y prenne une part quelconque. 

Üne particularité spécifique importante, propre à toutes ces ma- 
chines, aux automates et robots, est la présence d’un bras mécani- 
que pourvu d'une grande mobilité, appelé porteur ou bras manipu- 
lateur, qui permet à la machine d'exécuter toutes les actions deman- 
dées et d’interagir avec l’environnement. Il est donc tout à fait 
naturel que la théorie des robots se réduise pour une large part à la 
théorie des bras manipulateurs. 

En robotique. à la différence de tous les autres domaines de la 
construction mécanique, le concepteur se trouve souvent dans une 
situation originale : pour répondre à la plupart des questions impor- 
tantes, y compris celles qui rappellent les questions de tout à l'heure 
et qui visent le choix de la configuration à donner au robot, les pa- 
ramètres principaux que doit posséder son bras manipulateur et la 
façon de composer ses mouvements, le concepteur ne peut s'inspirer 
que de sa propre expérience en la matière et de son intuition. C'est 
peut-être une raison (parmi d’autres) qui explique la grande variété 
des architectures, configurations, dimensions des centaines de types 
de robots commercialisés au cours des dernières années. 

La fantaisie et l’« arbitraire » du concepteur en robotique, tout 
comme dans les autres domaines de la technique, devraient être mo- 
dérés et gouvernés par des méthodes de calcul et de conception sus- 
ceptibles de justifier le choix des principaux paramètres du bras 
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manipulateur et d'établir une comparaison entre les qualités fonda- 
mentales des différents modèles de bras manipulateurs proposés. 
La mise au point de ces méthodes reste une des tâches centrales de la 
théorie des robots. 

Une des qualités spécifiques les plus importantes des robots est 
leur versatilité. En service, on leur demande d'exécuter une multitu- 
de de mouvements non définis à l'avance. S'il s’agit d’un robot dont 
les fonctions sont le chargement et l'évacuation des pièces à usiner 
sur une machine-outil, une presse à emboutir, un tapis roulant, ses 
mouvements doivent pouvoir varier en fonction de la grosseur des 
pièces à manipuler, de la position de la machine (presse) vis-à-vis 
du magasin de pièces brutes, du magasin de pièces finies, mais aussi 
en fonction du type de l'ablocage, et ainsi de suite. 

Un robot soudeur doit s'adapter à des pièces de différentes for- 
mes et tailles, savoir assembler par soudure des pièces de différents 
matériaux. Il aura à exécuter une infinité de mouvements non défi- 
nis a priori, avec des vitesses qui ne sont pas imposées à l'avance. 

Les particularités signalées rendent impossibles un calcul et une 
conception basés sur des méthodes traditionnelles, c’est-à-dire uti- 
lisant des lois de mouvement et des conditions de fonctionnement 
connues a priori pour le système que l’on se propose de créer. Il est 
donc fondamental de connaître les propriétés individuelles, intrin- 
sèques du bras manipulateur en question, propriétés qui se font sen- 
tir au cours des mouvements effectués mais non définis a priori, 
tout comme en théorie des oscillations, on s'intéresse à connaître 
les propriétés intrinsèques du système élastique pour pouvoir pro- 
nostiquer son comportement face à une excitation éventuelle incon- 
nue a priori. 

Une différence foncière réside dans le fait qu'en théorie des oscil- 
lations, il s’agit surtout des propriétés de fréquence et de dissipation 
du système ; en théorie des robots. au contraire, on s'attache avant 
tout à étudier une série de propriétés d'un autre genre caractérisant 
le bras manipulateur, propriétés géométriques, mécaniques, algo- 
rithmiques, qui définissent ses grandes qualités « pratiques », c’est- 
à-dire celles qui permettent de comparer en connaissance de cause 
les avantages relatifs des différentes constructions, de mettre en va- 
leur d'une façon efficace toutes les possibilités qu’elles offrent, mais 
aussi, au stade de conception, de choisir des valeurs optimales des 
paramètres et d'établir des méthodes de calcul et de conception. Ce 
sont précisément les questions qui seront traitées dans ce livre. On 
y trouvera les résultats des études effectuées depuis 10 ou 12 ans soit 
par les auteurs eux-mêmes, soit avec leur participation (dans ce cas 
les références bibliographiques correspondantes seront insérées dans 
le texte). : 

Les trois premiers chapitres ont été écrits par A. E. Kobrinski, 
les chapitres 4 à 9 et l’Appendice, par A. A. Kobrinski. 
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En présentant notre ouvrage au lecteur francophone nous voud- 
rions avant tout nous arrêter sur son contenu et préciser en quoi il 
diffère d'autres travaux scientifiques traitant de la robotique. Ces 
propos nous semblent d’autant plus nécessaires que la majorité 
écrasante des ouvrages consacrés à ce sujet sont publiés en anglais. 

Nous exposons principalement les résultats de nos recherches 
personnelles qui nous ont conduits à l'élaboration d’une théorie des 
systèmes de manipulation des robots: leurs bras manipulateurs 
(BM). Les BM des robots constituent une classe particulière de mé- 
canismes qui sont habituellement étudiés par les méthodes existantes 
élaborées dans différentes branches de la mécanique et de la théorie 
de la commande et adéquatement modifiées pour tenir compte des 
particularités propres aux BM (ce sont principalement le nombre éle- 
vé de degrés de mobilité, la chaîne cinématique ouverte ou de struc- 
ture cinématique variable). Bien qu'’efficaces pour la résolution des 
problèmes classiques de la mécanique et de la commande, notamment 
pour l'analyse des possibilités de réalisation de telles ou telles trajec- 
toires de mouvement d’un système robotisé, ces approches tradi- 
tionnelles ne permettent pas de se faire une idée des aptitudes du 
BM d’un robot auquel on demande d'exécuter une gamme assez lar- 
ge de mouvements. 

D'autre part, lorsqu'on se propose de robotiser un processus 
technologique, on doit compter avec la nécessité de coordonner les 
tâches industrielles imposées par ce processus et les aptitudes du 
robot. Pour pouvoir apprécier un robot et dire si le mécanisme choisi 
convient pour le processus technologiqu: en question, nous avons dé- 
veloppé une théorie des propriétés intrinsèques — géométriques, 
mécaniques et algorithmiques — des BM des robots, que nous ex- 
posons systématiquement dans le présent ouvrage. Les propriétés 
intrinsèques sont les caractères spécifiques des BM qui se manifes- 
tent lors de l’accomplissement par le mécanisme de différents mou- 
vements (non définis à l’avance!), tout comme se révèlent les pro- 
priétés intrinsèques des systèmes oscillatoires soumis à des oscilla- 
tions forcées. Dans les deux cas la connaissance des propriétés intrin- 
sèques permet de prévoir le comportement du système dans différen- 
tes conditions de son fonctionnement. 
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Les méthodes d'analyse des propriétés intrinsèques des BM 
des robots sont l'objet de l'ouvrage. Les propriétés traitées décrivent 
de très importantes qualités des robots: jusqu'où peut s’étendre la 
pince d’un robot (la portée), les possibilités d'orientation de la pin- 
ce en différents points (la maniabilité), la précision de positionne- 
ment (la précision), les vitesses et les accélérations atteignables (la 
mobilité et la reprise), etc. Les méthodes développées permettent 
de connaître la répartition des estimations des propriétés intrinsè- 
ques dans l'espace de travail du robot. 

Les estimations quantitatives sont élaborées à trois niveaux suc- 
cessifs, en commençant par les plus détaillées et en finissant par les 
plus générales (globales). Les estimations de niveau inférieur carac- 
térisent chaque propriété intrinsèque en une position fixe du BM. 
Celles de niveau moyen décrivent ces propriétés en différents points 
de l'espace de travail, ce qui permet d'établir leurs « cartes » de ré- 
partition. Le rôle des estimations globales est de permettre de ca- 
ractériser chaque propriété par un nombre unique pour l'espace de 
travail. Plus ce nombre est grand, et meilleure est la qualité évaluée. 

Ces trois types d'estimations sont directement appliqués à la 
résolution des problèmes de synthèse optimale des BM. À chaque 
niveau correspond un groupe de problèmes de synthèse qui sont exa- 
minés en détail dans l'ouvrage. La non-univocité des configurations 
des BM en chaque point de l’espace permet d'utiliser les estimations 
de niveau inférieur pour choisir les configurations qui soient opti- 
males selon une propriété intrinsèque déterminée, autrement dit, 
d'élaborer des lois optimales de mouvement du manipulateur (tou- 
jours selon les propriétés déterminées). 

Lorsqu'on dispose des « cartes» de répartition des propriétés 
dans l’espace de travail, on peut rationnellement choisir les zones 
convenables à l'exécution de différentes opérations de travail. A ce 
problème se rattache un autre problème qui consiste à disposer le 
robot et le matériel périphérique de la meilleure façon possible (se- 
lon tel ou tel critère). 

Les estimations globales qui caractérisent la construction du ro- 
bot dans son ensemble permettent de comparer les qualités de diffé- 
rents robots et. au stade de la conception, d'optimiser le projet selon 
divers paramètres ou bien de comparer les différentes variantes de 
constructions. S'agissant par exemple, de la propriété si importante 
qu'est la précision, la méthode développée dans l'ouvrage permet 
d'évaluer le niveau de précision dans chaque configuration du BM, 
en chaque point de son espace de travail et dans l’espace tout entier. 
A cet égard, la théorie exposée peut servir de base méthodologique à 
la calculation et la conception des BM des robots. 

Dans le livre sont également exposés des résultats de l'application 
de la théorie des propriétés intrinsèques à l'analyse des proportions 
du BM biologique, le bras humain. Il est montré que les proportions 
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du bras qui, comme on le sait, sont extrêmement stables, assurent 
les valeurs optimales aux estimations globales des trois propriétés 
intrinsèques à la fois: la portée, la maniabilité et la mobilité. Ces 
faits témoignent du caractère universel des propriétés évoquées et 
laissent espérer que la théorie des robots proposée ici sera applicable 
à l'analyse de très importantes questions de la biomécanique. 

Enfin, dans l’Annexe, les méthodes d'analyse des propriétés 
intrinsèques développées dans l'ouvrage sont généralisées et appli- 
quées aux systèmes sensoriels bidimensionnels des robots. On éta- 
blit les estimations globales sur la base desquelles on peut choisir le 
pas de discrétisation d’un système sensoriel en fonction du niveau de 
précision demandé. 

Le présent ouvrage dresse le bilan de l'étape initiale de concep- 
tion de la théorie des propriétés intrinsèques des BM des robots. Le 
lecteur y trouvera un exposé systématique et détaillé des résultats 
qui ont été publiés sous forme concise dans des périodiques dans les 
années 1969-1979. Le livre a été rédigé en 1980-81, avant que le 
nombre des recherches sur la robotique ne monte en flèche et que 
les matières d’études ne se diversifient. Nous devons dire que dans 
les travaux subséquents il n'a été élaboré aucune conception théori- 
que qui fût analogue ou püût se substituer à la théorie des propriétés 
intrinsèques des BM. 

Cependant de nombreuses études ont été consacrées depuis à des 
questions théoriques particulières directement liées à l'analyse de 
certaines propriétés des BM. Ces questions sont: l'analyse de l’es- 
pace de travail des BM; la résolution des problèmes cinématiques in- 
verses ; la commande optimale du mouvement du BM; la construc- 
tion des mouvements des BM dans un environnement avec obstacles. 
Aucun de ces problèmes n’est encore épuisé en raison de leur comple- 
xité et de la diversité des positions; leur importance et leur extrè- 
me complexité en font des objets d'études indépendantes. Comme 
ces questions présentent des aspects particuliers de la théorie géné- 
rale des propriétés intrinsèques des BM, elles ne sont qu’abordées, et 
ce sur la base des résultats que nous avons obtenus. 

Le lecteur intéressé par les approches alternatives trouvera en 
fin d'ouvrage une liste exhaustive de travaux récents, spéciale- 
ment dressée pour cette traduction française (ces références sont 
marquées d'un astérisque). En outre, le texte de l’ouvrage est complé- 
té de remarques et de notes où les résultats récents les plus inté- 
réssants sont commentés et comparés aux résultats obtenus par les 
auteurs et décrits dans ce livre. 

Par la traduction de cet ouvrage en français nous espérons mieux 
faire connaître aux scientifiques étrangers les acquis des chercheurs 
soviétiques et contribuer à de nouveaux progrès dans le domaine si 
important et prometteur de la technologie contemporaine qu'est la 
robotique. 


CHAPITRE PREMIER 


INTRODUCTION 


$ 1.1. Le robot 


Un terme scientifique ou technique est un mot qui possède une 
acception rigoureusement définie. Sous ce rapport le mot robot 
ne peut pas être considéré comme terme, ce qui n'a pas empêché 
son emploi généralisé et stable depuis plus de vingt ans dans la lit- 
térature scientifique et technique. 

Cela est certainement étonnant, et il est évident que, dans un 
livre consacré aux problèmes de robotique, on doit dire au moins 
quelques mots sur l’étymologie d’un vocable qui est resté vingt ans 
sans définition stricte. : 

On sait que le mot robot, dérivé du tchèque robota-travailleur, 
est venu dans la littérature scientifique et technique de la pièce de 
théâtre de l'écrivain tchèque Karel Capek RUR (Rossum's Universal 
Robots). Il convient de noter ici que Éapek a essayé de décrire lui- 
même les « performances » de ses robots (assez bien à notre avis) 
par la bouche de l’un des principaux protagonistes, directeur de la 
société RUR. S’adressant à la fille du président de la société, il dit 
ceci: « … Le jeune Rossum... a jeté dehors l’homme {Il ressort du 
texte qu’il l’a jeté hors du procédé de fabrication. — N.d.A.] et 
a créé le robot. Les robots ne sont pas des humains, chère miss Glo- 
rie. Ils sont mécaniquement supérieurs à nous, ils possèdent une 
intelligence étonnante, mais ils n’ont pas d'âme. Oh, miss Glorie, 
un produit de la pensée d'ingénieur est techniquement très supérieur 
à un produit de la Nature! …. » 

Cet extrait n’est pas bien sûr une notice descriptive d’un robot, 
mais il contient suffisamment de données qui permettent de définir 
sa destination fonctionnelle. Au sens de Capek, le robot est un ensem- 
ble technique destiné à se substituer à l’homme pour exécuter des 
mouvements de travail, et c’est là sa tâche exclusive. Tout ce qui ne 
contribue pas de façon directe à cette tâche a été supprimé dans le 
robot. Sa « supériorité technique », de même que son « intelligence 
étonnante », doivent lui permettre de se mouvoir et de travailler 
avec plus de vitesse, de force, de précision que l’homme, d’être su- 
périeur à l’homme sous ce rapport. 
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L'emploi par Capek du mot intelligence au sens commun, signi- 
fiant raison, faculté de raisonner, niveau intellectuel, ne doit pas éton- 
ner quand il s’agit d'un robot. Le terme intelligence artificielle 
est devenu aujourd'hui, lui aussi, un terme scientifique et technique 
universellement adopté, bien que toujours sans définition suffisam- 
ment rigoureuse. On entend généralement par intelligence artifi- 
cielle l’ensemble des méthodes de construction de certains algori- 
thmes de reproduction artificielle des actions de l’homme. Nous re- 
viendrons à ce terme au $ 1.8 et nous essaierons de le préciser rela- 
tivement aux systèmes de robotique. 

Laissons de côté les péripéties de la pièce et leur teinte émotion- 
nelle; le robot d’après Capek est rigoureusement conforme au con- 
cept de théorie des machines contemporaine défini sous le terme 
automate industriel: « Ensemble qui représente un système de méca- 
nismes et dispositifs (électroniques, électriques, pneumatiques, 
hydrauliques) dans lequel les processus de production, de transfor- 
mation, de transfert et d'utilisation de l'énergie, des matériaux et 
de l'information sont entièrement mécanisés, c'est-à-dire effectués 
sans l'intervention directe de l’homme ». 

Les seules fonctions laissées à l’homme sont celles de mise en 
marche, d'arrêt et de surveillance. Autrement dit, dans le système 
«homme “+ automate industriel » l’homme se trouve pratiquement 
isolé complètement des courants d'énergie et de matériaux circulant 
à l'intérieur de l’automate industriel, et sa participation aux proces- 
sus d'échange d’information est réduite à un minimum. 

La classe des systèmes appelés aujourd'hui systèmes de robotique 
ne comprend pas seulement des unités automatiques telles que robots 
industriels ou robots adaptatifs (intelligents, ou intégrés, ou munis 
d’un appareil sensoriel : la terminologie est encore incertaine, là aus- 
si). 

On utilise largement, en différents domaines de la technique, 
des appareils qui, au lieu de construire automatiquement des mouve- 
ments analogues aux mouvements de travail de l’homme qu'ils sont 
appelés à reproduire, fonctionnent en’ « recopiant » les mouvements 
naturels de l'opérateur humain. Le mot « recopie » est mis entre guil- 
lemets car les appareils en question ne réalisent pas toujours, loin 
s'en faut, une copie véritable des mouvements des membres ou de 
certaines parties des membres de l’opérateur. 

L'histoire de la robotique avait commencé justement par la 
création d'appareils de ce type, appelés télémanipulateurs, qui per- 
mettaient à l’homme de transmettre des mouvements vers des zones 
interdites. Depuis plus de cinquante ans, les télémanipulateurs sont 
utilisés pour le maniement des substances radio-actives, leur emploi 
s’est généralisé en exploration et exploitation du fond océanique. Par- 
mi les systèmes de robotique utilisant le principe de la recopie du 
mouvement, on doit citer aussi les prothèses et les appareils orthopé- 
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diques destinés à reconstituer les fonctions motrices de l’homme dis- 
parues par suite d’une amputation ou d’une maladie. 

On travaille enfin d’une façon intense sur un autre groupe de sys- 
tèmes de robotique ( à recopie du mouvement ou à fonctionnement 
automatique, selon le cas),qui servent à reproduire les mouvements 
de l'appareil locomoteur de l’homme ou de l’animal: ce sont les 
machines marchantes. Les systèmes de robotique modernes à recopie 
du mouvement (télémanipulateurs maître-esclave, engins à pattes, 
« exosquellettes » actifs) se distinguent par un grand nombre de degrés 
de liberté, une large gamme de fonctions motrices reproduites, mais 
toujours et surtout par la nécessité de l’intervention humaine perma- 
nente. C'est précisément cette dernière particularité qui trace la li- 
gne de partage entre l’engin piloté par l’homme et l’automate indus- 
triel qui se passe de la participation humaine, entre un télémanipu- 
lateur et un robot véritable [55].  ‘ 

Dans une machine traditionnelle, tout comme dans un automate 
industriel, tous les processus d'alimentation en énergie et matériaux, 
de leur transformation et utilisation sont entièrement mécanisés, 
à l'opposé de la saisie, du traitement et d'utilisation de l'informa- 
tion qui ne sont que partiellement mécanisés. La tâche de l’opéra- 
teur pilotant une machine consiste à porter le volume de l’informa- 
tion circulant dans celle-ci à un niveau nécessaire à la réalisation du 
programme prescrit. 

En ce qui concerne les principes d'organisation, c 'est-à-dire l'ar- 
chitecture, la construction et les modes de fonctionnement des ma- 
chines et des automates, ils sont définis dans une large mesure par 
leur destination fonctionnelle. , 

Les machines et les automates qui se rapportent aux systèmes de 
robotique, ou plus brièvement aux robots, sont destinés, comme nous 
venons de le voir, à reproduire les fonctions motrices de l’homme ou 
de l’animal. Cette destination a défini leur principale particularité: 
une configuration spécifique des mécanismes effecteurs moulée sur 
celle de l’effecteur naturel — l'extrémité — de l’homme ou de l’ani- 
mal. En se servant de ces mécanismes, le robot réalise tous les mou- 
vements utiles, toutes les manipulations au cours de son interaction 
avec l'objet manipulé et avec l’environnement. 


$ 1.2. Machines et automates de robotique 


Nous avons présenté dans le Tableau 1.1 quelques exemples d’ap- 
pareils de robotique à commande manuelle et automatique. Il sem- 
bie utile de donnerici une caractéristique d'ensemble des appareils 
de ce type, afin de définir par la suite la gamme des questions aux- 
quelles ce livre sera consacré. 

Dix croquis disposés dans les quatre lignes du tableau illustrent 
les éléments de conception des robots. Extrêmement variables quant 
2—0243 
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Tableau 1.1 
Machines et automates de robotique 
Systèmes à commande manuelle 
Télémanipulateur du type « Camion à pattes » « Exosquelctte » 


maïître-esclave 


Systèmes à commande bioélectrique 


Télémanipulateur à biocourants Prothèse d'avant-bras à commande 
bioélectrique 


sr 


Nu 
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- Tableau 1.1 (Suite) 


Robots industriels 


«<YM-11l « Cincinnati Milacron » 


Robot « MH-1» de MIT | Robot « Shakey » de SRI] Système de commande en 
supervision 


à leur distination fonctionnelle et présentation matérielle, ils possè- 
dent tous une caractéristique commune dont nous avons parlé à la 
fin du paragraphe précédent : les effecteurs de ces appareils sont des 
analogues mécaniques des extrémités de l’organisme vivant. 

À ses origines et dans les premières phases de son évolution, la 
robotique était étroitement liée à la création et à la généralisation 
des études et technologies nucléaires. A l’époque où les premiers la- 
boratoires atomiques étaient créés dans certains pays, on a proposé 
les premiers modèles de télémanipulateurs, machines munies de bras 
mécaniques d’une structure particulière. Le croquis correspondant 
(le premier à gauche dans la première ligne) donne une idée de l’or- 
ganisation des machines de ce type. Devant l'opérateur humain, qui 
se trouve dans la zone non dangereuse, sont disposés deux mécanis- 
mes de commande du manipulateur appelés bras maîtres. Quand 


2% 
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l'opérateur met ces bras en mouvement, deux autres mécanismes, 
disposés à l’intérieur de la chambre de travail et appelés bras escla- 
ves, commencent à se mouvoir en conséquence. Par la suite, en par- 
lant d’un appareil de ce type, nous l’appellerons télémanipulateur 
ou bras manipulateur à commande manuelle. 

Dans différentes branches de la technique nucléaire, on utilise 
actuellement des milliers d'appareils de robotique pilotés manuelle- 
ment, y compris les télémanipulateurs du type maître-esclave. 
Ils sont largement utilisés pour les travaux sous-marins à grande 
ProReuEe une application plus récente concerne les techniques spa- 
tiales. 

L'évolution de tels systèmes « homme-machine » a conduit en 
particulier à l’apparition de deux prototypes originaux: le camion à 
pattes et l'exosquelette [16] 

Le camion à pattes est un véhicule à quatre jambes. Chaque jambe 
est constituée par trois éléments articulés qui se déplacent tous 
dans un même plan. Les mouvements de chaque articulation sont 
réalisés par un actionneur séparé; tous les mouvements sont pilotés 
par un conducteur humain. 

Le conducteur se trouve dans la cabine de conduite disposée à 
l'avant du véhicule. Avec ses mains il commande les jambes avant 
du véhicule, et avec ses'pieds, les jambes arrière. A la différence 
d’un manipulateur maître-esclave ordinaire où l'opérateur n’agit que 
sur les poignées des bras maîtres, le conducteur du camion à pattes a 
chaque partie de son bras (bras proprement dit, avant-bras, main) 
et de sa jambe (cuisse, mollet, pied) reliée à un élément correspondant 
de l'un des quatre mécanismes de commande. Pour conduire son vé- 
hicule, le conducteur « marche » dans sa cabine, c’est-à-dire effectue 
des mouvements de bras et de jambes dans une succession détermi- 
née. Ces mouvements agissent simultanément sur les douze action- 
peurs et permettent au conducteur de varier de façon naturelle la lon- 
gueur des pas et la cadence de mouvement du véhicule. Toutes les 
voies de commande sont à retour d'effort: le conducteur sent la ré- 
sistance du sol au moment où le pied du véhicule se pose dessus, 
KL de la même façon que si son propre pied se posait sur le 
so 

Il va de soi que la conduite d’un tel véhicule demande une cer- 
taine habitude de la part du conducteur, qui doit s'adapter à la 
« démarche » du véhicule qui diffère de sa propre démarche naturel- 
le. Tout d’abord il existe une certaine désadaptation entre les mou- 
vements de commande du conducteur et les mouvements des jambes 
asservies du véhicule, un décalage temporel entre le moment où une 
résistance est appliquée à la jambe et aux articulations mobiles du 
véhicule et le moment où la résistance correspondante est perçue par 
l’homme. Restant assis, le conducteur dépense beaucoup moins de: 
forces que l’homme qui marche; le pas du véhicule est beaucoup 
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plus large que le pas propre du conducteur. La coordination correcte 
des efforts et des mouvements demande un certain apprentissage. 

En dépit de toutes ces particularités et bien d’autres qui compli- 
quent la tâche du conducteur, les expériences ont montré qu'une 
pareille interaction entre l’homme et la machine est réalisable, 

L'appareil appelé exosquelette représente une fusion encore plus 
intime de l’homme et de la machine. Cette dernière représente une 
espèce de « boîtier » mécanique robuste composé de deux moitiés 
articulées au niveau de la ceinture. Chacune des moitiés comprend 
quinze articulations mobiles qui doivent être munies d’actionneurs 
individuels. 

L'’exosquellette est composé de deux couches. Le mécanisme que 
nous venons de décrire constitue sa couche extérieure. Quant à la 
couche intérieure, c'est un second mécanisme qui est mis directe- 
ment sur l'opérateur humain et qui recopie ses principaux mouve- 
ments; les éléments homologues des mécanismes intérieur et exté- 
rieur de l’exosquelette sont reliés par des systèmes de commande qui 
transmettent les mouvements de consigne tout en amplifiant considé- 
rablement les efforts développés par l’homme. Le corps mobile de la 
machine anthropomorphe se meut en encaissant les sollicitations ex- 
térieures et son propre poids et copie les mouvements de l’opéra- 
teur, à l’exception de ceux des mains de l’homme: les mains de l'exo- 
squellette sont des pinces bidigitales pareilles aux préhenseurs d’un 
manipulateur maître-esclave ordinaire. 

Le camion à pattes est probablement resté un exemplaire unique. 
Quant à l’exosquelette, dans la mesure où les publications disponie 
bles permettent d’en juger, il n’a jamais été réalisé sous une form 
tant soit peu complète, conforme à l’idée exposée ci-dessus, en rai- 
son des difficultés techniques et constructives extrêmes, liées en 
particulier à la création d’un système d’actionneurs et à leur dispo- 
sition sur une structure de boîtier extérieur aux dimensions restrein- 
tes. 

Il serait cependant faux de sous-estimer la valeur de l'expérience 
accumulée pendant la mise au point et les essais de ces machines et 
systèmes et de leurs organes isolés. On trouve difficilement d'autres 
exemples de coopération aussi étroite entre l’homme et la machine 
où les mouvements de l’homme définissent tout le programme de mou- 
vement de la machine. Les caractéristiques et les mécanismes d’une 
telle interaction présentent indubitablement un grand intérêt théo- 
rique et pratique. ‘ 

Le « code des mouvements » n'est pas l’unique moyen d’assurer 
l'interaction entre l’homme et la machine: il y a aussi la bioélectri- 
cité. 

On sait bien que, conducteur de courant électrique, le tissu vi- 
vant est également capable d'en produire, et que ce sont les signaux 
électriques qui assurent la commande de tous les mécanismes moteurs 
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de l'organisme vivant. Les courants électriques générés par le tissu 
vivant, ou biocourants, prennent naissance dans les cellules nerveu- 
ses au cours du processus biochimique qui s’y produit. Cependant la 
nature spécifique des courants bioélectriques n’empêche pas d'adopter 
un tel moyen de signalisation comme code commun pour l'être vivant 
et l’appareil technique en coopération étroite. 

Si l’on veut réaliser un tel moyen de commande dans le système 
« homme-machine », on doit prélever les biocourants sur les mus- 
cles de l’homme et les appliquer à la commande de la machine *). 
On voit dans la deuxième ligne du tableau le schéma d’un dispositif 
appelé télémanipulateur à biocourants. 

C'est une main artificielle commandée par les biocourants des 
muscles fléchisseurs et extenseurs des doigts. Le prélèvement des bio- 
courants est réalisé à l’aide d’un bracelet à électrodes appliquées, 
fixé sur l’avant-bras de l'opérateur, au droit des muscles de comman- 
de. Cet « amplificateur musculaire » était capable d'amplifier consi- 
dérablement la force de préhension de la main artificielle par rapport 
à l'effort développé par l’homme. Les systèmes à commande bio- 
électrique allaient se généraliser par la suite en construction de pro- 
thèses, tant en Union Soviétique qu’à l'étranger [68, 98]. 

On peut aussi utiliser, dans les systèmes « homme-machine », 
d’autres types de signaux naturels employés par l’homme dans la 
vie de tous les jours, à titre d’information de commande. En particu- 
lier, plusieurs études ont été réalisées pour permettre la reconnaissan- 
ce automatique de la voix humaine. Suffisamment perfectionné, un 
appareil de ce type permettrait de commander la machine à l’aide 
d’une voix d'information aussi commode et naturelle que la voix 
humaine. Cependant cette méthode de commande n’a pas encore 
trouvé une application pratique large. 

A présent nous allons décrire brièvement les systèmes automati- 
ques de robotique. Les robots industriels (RI) deviennent de plus en 
plus nombreux (leur domaine d’application principal reste encore la 
construction mécanique). Il existe actuellement des centaines de ty- 
pes d’automates, dont deux — le robot soviétique YM-1II et le ro- 
bot américain « Cincinnati Milacron « — sont représentés dans le 
Tableau 1.1. 

Un RI contemporain possède un programme de fonctionnement 
qui prévoit un environnement parfaitement déterminé où l’espace 
d'évolution et le temps de travail sont rigoureusement définis : autre- 
ment dit, on suppose que, par exemple, les pièces brutes, les fardeaux 
et les pièces finies ramassés par le robot se trouvent toujours à la 
même place et qu’il existe un espace libre là où il doit les poser. Au- 


*) Kobrinski A. E., Breido M. G.. Gourfinkel V.S., Syssine A. la., Iakob- 
son Ia. S. Procédé de commande bioélectrique des mécanismes et dispositifs. Certi- - 
ficat d'auteur n° 110657. Bulletin des inventions, 1957, n° 8 (en russe). 
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trement le robot ne pourra pas fonctionner, vu que toutes ses interac- 
tions avec l’environnement sont unilatérales, à sens unique: les 
instructions vont toutes du centre vers la périphérie, de l'unité de 
commande vers les effecteurs, aucune information émanant de l’ex- 
térieur, de l’environnement, de l’objet manipulé n’étant pas perçue 
par le robot. 

Les roboticiens ont compris depuis longtemps qu’on peut élargir 
considérablement les facultés fonctionnelles des automates en les mu- 
nissant de capteurs et de systèmes d'adaptation aux conditions de 
fonctionnement variables, non définies une fois pour toutes. Dès 
que les premiers prototypes de RI ont vu le jour, on a commencé 
dans un certain nombre de pays, pratiquement de façon simultanée, 
des recherches visant à créer les robots adaptatifs. A l’heure actuelle 
ces recherches sont une des directions fondamentales en robotique. 

La première maquette mobile d'un robot adaptatif (modèle 
« MH-1 »; voir le tableau) a été réalisée au Massachusetts Institute 
of Technology (MIT) par H. A. Ernst, à l'époque un postgraduate, 
sous la direction de C. Shannon et de M. Minsky [21]. Cette maquette 
était constituée essentiellement par le bras esclave d’un manipula- 
teur maître-esclave ordinaire. Le rôle d’opérateur humain était con- 
fié à un ordinateur qui délivrait tous les ordres de mise en marche, 
de régulation et d'arrêt des moteurs qui actionnaient le bras. La 
rédaction de ces ordres par l’ordinateur tenait compte non seule- 
ment du programme mais aussi de l'information venue du bras, ou 
plus exactement de la pince, directement au cours de son mouvement. 

La pince est représentée à grande échelle: ses deux « doigts » 
sont munis de capteurs spéciaux qui réagissent au contact des objets 
manipulés. Cet équipement sensoriel dotait la pince d’une espèce de 
sens tactile. Toute l'information acquise par la pince pendant le 
mouvement du bras est transmise à l’ordinateur qui la dépouille 
et l’applique à la réalisation du programme prescrit, par exemple: 
ramasser les cubes qui traînent par terre et les ranger dans la boîte. 

A ce moment-là, au lieu d'une séquence invariable de mouve- 
ments du bras (comme c'est le cas pour les RI), le programme réali- 
se des méthodes et algorithmes plus généraux, par exemple: com- 
ment chercher les cubes et la boîte dont on ignore la situation? que 
faire si la pince heurte un objet? etc. Il est parfaitement évident 
que la capacité de résolution de l'équipement sensoriel et la « puis- 
sance» de l’ordinateur doivent être à la hauteur de la « complexité » 
du comportement du bras prévu par les algorithmes en question. 

Le robot « Shakey » [16] créé au Stanford Research Institute 
{voir le tableau) possède un appareil sensoriel beaucoup plus évo- 
lué. En plus des capteurs tactiles, il est doté d’un télémètre, d’une 
caméra de télévision et d’un système de navigation particulier me- 
surant l’espace parcouru par le robot. « Shakey » est un chariot à 
trois roues, dont chacune est actionnée par un moteur électrique 


24 INTRODUCTION {CE 1 


individuel commandé par l'ordinateur. Combiné à un bras mécani- 
que (comme prévu au projet), cet automate représente un robot adap- 
tatif mobile qui, en comparaison avec le bras d'Ernst, possède un 
niveau d’autonomie comportementale beaucoup plus élevé, fonc- 
tion des capacités supérieures de son appareil sensoriel. 

On peut imaginer des robots munis de systèmes d’information et 
de commande encore plus sophistiqués. Néanmoins le niveau d’auto- 
nomie de tout robot adaptatif reste «essentiellement limité. 

Un schéma optimal d'utilisation des systèmes adaptatifs de ro- 
botique devrait réaliser un partage rationnel des fonctions de com- 
mande entre l’homme et l'ordinateur. Telle est l’idée mise à la base 
de la commande supervisée [23] dont les méthodes et les procédés sont 
l’objet d’études intenses à l’heure actuelle. Beaucoup de recherches 
sont menées par ailleurs dans le domaine des systèmes perfectionnés 
de vision artificielle, considérés comme l'élément le plus efficace 
de l'équipement sensoriel en robotique. 

La caractéristique sommaire des éléments d'organisation des ro- 
bots que nous venons de donner permet de cerner l’ensemble des 
problèmes scientifiques et techniques en rapport avec leur création 
et perfectionnement. 

On voit donc que toutes les interactions du robot avec l’environ- 
nement et les objets manipulés, qu’il soit à commande manuelle ou 
automatique, se réalisent finalement par les mouvements de ses ef- 
fecteurs, c’est-à-dire des jambes et bras mécaniques. Il est donc lo- 
gique que les problèmes d'analyse et de conception de ces dispositifs 
spécifiques, désignés sous le terme général de bras manipulateurs, 
constituent un chapitre important de leur théorie. De la totalité de ces 
problèmes, nous retiendrons ceux qui seront traités dans notre livre: 

— étude de l'architecture, géométrie, cinématique, autres pro- 
priétés mécaniques des bras manipulateurs des robots, mise au point 
des méthodes d'analyse et de synthèse de ces systèmes, compte tenu 
de la redondance motrice qui leur est propre; 

— développement des procédés de construction des mouvements 
optimaux des bras manipulateurs des robots, formulation des cri- 
tères et évaluations de la qualité correspondants ; 

— mise au point des principes de construction et des éléments 
de théorie de l'intelligence artificielle du robot, plus particulière- 
ment de son appareil sensoriel, et des algorithmes des mouvements 
automatiques et des « comportements » du robot pendant son inter- 
action avec les objets manipulés et l’environnement ; 

— développement des chapitres correspondants de la bioméca- 
nique des procédés de travail et de la théorie des systèmes « homme- 
machine » en rapport avec le problème de création et de perfectionne- 
ment des télémanipulateurs et des systèmes de commande en super- 
vision, établissement des critères d'évaluation objective de leur 
qualité. 
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$ 1.3. Bras manipulateurs 


Les principaux éléments structuraux de machines et automates 
quelconques, y compris ceux de robotique, sont leurs mécanismes. Pour 
les télémanipulateurs, ce sont les bras maîtres, les syntaxeurs, au- 
tres mécanismes « d'entrée » au moyen desquels l'opérateur construit 
les mouvements de la machine; pour les télémanipulateurs et les 
robots, ce sont les effecteurs (bras et jambes mécaniques) qui réali- 
sent directement les mouvements de travail. 

D'une façon générale, tout mécanisme est un ensemble mobile de 
corps solides articulés entre eux, appelés éléments, destiné à trans- 
former les mouvements. On trouve en théorie des mécanismes les 
notions et définitions fondamentales de structure des mécanismes 
établies depuis longtemps [3]. Elles se laissent généraliser d’une fa- 
çon naturelle et toute simple au cas des mécanismes d’un robot, et 
nous croyons utile de les rappeler ici succinctement. 

La notion de base de la structure des mécanismes est celle de 
couple cinématique. On entend par couple cinématique l'assemblage 
mobile de deux éléments en contact. 

Un corps solide qui se déplace librement dans l’espace possède 
six degrés de liberté. L’interaction des éléments du couple cinéma- 
tique impose des contraintes à leur mouvement relatif. La nature et 
le niveau des contraintes dépendent du mode d'assemblage des élé- 
ments du couple. Ces contraintes peuvent être interprétées comme 
conditions de liaison imposées aux couples cinématiques. 

Tous les couples cinématiques se divisent en classes en fonction 
du nombre de conditions de liaison. On voit fig. 1.1 six types de cou- 
ples cinématiques, de I à V, qui imposent de 1 à 5 conditions de liai- 
son au mouvement relatif des éléments. Les flèches désignent les 
degrés de liberté conservés par les éléments À et B dans leur mouve- 
ment relatif. 

Dans les mécanismes des robots on rencontre le plus souvent des 
couples de rotation (e) et de translation (f) de classe V, moins souvent 
des couples cylindriques (d). D’autres couples cinématiques peuvent 
être formés par la pince avec la pièce manipulée, ainsi que par les 
pièces manipulées entre elles. 

Une autre notion importante de la structure des mécanismes est 
celle de chaîne cinématique. On appelle chaîne cinématique un systè- 
me continu d'éléments qui forment des couples cinématiques deux à 
deux. On distingue des chaînes cinématiques fermées et ouvertes. 
On dit que la chaîne cinématique est fermée si chacun de ses élé- 
ments fait partie d'au moins deux couples cinématiques. 

Compte tenu de la notion de chaîne cinématique, on peut préci- 
ser la définition d’un mécanisme. On appelle mécanisme une chaîne 
cinématique dans laquelle la donnée du mouvement d’un ou plu- 
sieurs éléments par rapport à un élément quelconque de la chaîne 
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{considéré comme relativement fixe dans la plupart des cas) suffit 
pour que tous les autres éléments effectuent des mouvements définis 
d’une façon unique. 

Si le nombre d'éléments de la chaîne cinématique est k, le nom- 
bre total de leurs degrés de liberté avant la formation des couples ci- 
nématiques est égal à 6k. Soit p, le nombre de couples de classe à 
dans la chaîne considérée : alors le nombre total des conditions de liai- 


Fig. 1.1 


5 
son imposées par tous les couples est D'ips, et le nombre de degrés 
æ 
de liberté N de la chaîne est égal à 
5 
N =6k- à épi. 
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Supposons qu’un élément soit fixe. Le nombre de degrés de liber- 
té de la chaîne cinématique, ou plus brièvement sa mobilité, est égal 


#& 


5 
N =6n—> ipr (3.1) 


où n — k — 1 est le nombre d’éléments mobiles. 

Cette formule de structure définit en même temps le nombre d’élé- 
ments menants: ce sont les éléments dont on doit définir le mouve- 
ment si l’on veut que celui de tous les autres éléments soit connu. 
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Autrement dit, la formule (3.1) fournit le nombre de coordonnées gé- 
néralisées du mécanisme. 

On voit fig. 1.2 une chaîne cinématique composée de sept élé- 
ments non coplanaires, qui ne comprend que des couples de rotation 
de classe V ; elle peut être ouverte (a) ou fermée (b). L'élément 0 est 


Fig. 1.2 


supposé fixe. Le degré de mobilité du mécanisme ouvert est N = 6, 
celui du mécanisme fermé N = 1. 

Il faut noter que la formule de structure (3.1) cesse d’être valable 
si d’autres conditions générales, par exemple de nature géométrique, 
sont imposées au mouvement de 
tous les éléments du mécanisme. Le 
mécanisme à quatre éléments de la 
figure 1.3 ne comporte que des 
couples de rotation de classe V. 
En vertu de la condition géométri- 
que supplémentaire, tous les cou- 
ples ont leurs axes parallèles, ce 
qui revient à imposer trois con- 
ditions de liaison générales. Il est 
facile de voir que tous les éléments 
se déplacent alors dans des plans 
parallèles au plan yz: c’est un 
mécanisme plan. 

La formule de structure d’un mécanisme plan tient compte de la 
condition de parallélisme des axes. Facile à établir, elle s'écrit 
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5 
N=ën—} épi. (3.2) 


Une particularité spécifique qui différencie les robots des machi- 
nes et automates d’autres types est leur caractère éminemment fonc- 
tionnel. Cette propriété ne peut être assurée autrement qu’en con- 
férant aux effecteurs du robot la faculté d'atteindre une multitude 
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de positions et d’effectuer une multitude de mouvements variés dans 
l’espace de travail. Leurs mécanismes doivent donc posséder un degré 
de mobilité très élevé. Les mécanismes des machines et automates 
du type traditionnel ont généralement un ou deux degrés de liberté; 
ceux des systèmes de robotique peuvent en avoir quatre, six, huit, 
voire davantage. 

En parlant des mouvements de l'effecteur, on sous-entend géné- 
ralement l'élément terminal du mécanisme, c’est-à-dire la pince ou 
(s’il s’agit d’un mécanisme marcheur) le pied. Les positions et les 
mouvements de la pince ou du pied résultent de la composition des 
états de tout le mécanisme. Notons que la & contribution motrice » 
de chacun des éléments à l’état résultant peut varier sans cesse en 
valeur et en direction. Il faut donc que chaque élément soit pourvu 
d'un actionneur autonome, indépendant de ceux des autres éléments: 
la chaîne cinématique du bras manipulateur du robot doit être acti- 
ve. 

Dans un télémanipulateur, la commande de tous les actionneurs 
est assumée par l’opérateur humain qui construit à son gré les mouve- 
ments des effecteurs du robot. Dans un robot industriel, cette fonc- 
tion est assurée par une unité de programmation spéciale appelée 
programmateur ; le programme de mouvement est établi à l'avance 
par un programmeur humain. Dans un robot adaptatif, la fonction 
de commande est réalisée par l ordinateur, compte tenu du program- 
me établi à l'avance, mais aussi de l'information acquise et traitée 
par le robot au cours de son mouvement. 

Le concept de bras manipulateur (BM) tel qu ‘il est employé dans 
ce livre sous-entend un système qui comprend les trois sous-systè- 
mes suivants: 

1) un sous-système moteur: le ou les mécanismes des effecteurs 
du robot; 

2) un sous-système actionneurs: dispositifs électroniques, électri- 
ques, hydrauliques, pneumatiques et autres servant à amplifier les 
signaux de commande et à les transformer en mouvement des élé- 
ments du mécanisme ; 

3) un sous-système commande: il génère les signaux de consigne 
conformément au programme. 

Pour les robots adaptatifs, le sous-système commande comprend 
en outre l'appareil sensoriel et l'ordinateur destinés à l'acquisition 
et au traitement en temps réel de l'information supplémentaire sur 
l’environnement et les objets manipulés, formant dans leur ensemble 
le sous-système intelligence artificielle. 

Pour les télémanipulateurs, le BM comprend également les mé- 
canismes d'entrée au moyen desquels l'opérateur humain réalise ses 
fonctions de commande. 
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$ 1.4. Notion de propriété intrinsèque d’un BM. 
Estimations globales. « Fiche technique » du robot 


Chaque fois que l’on veut robotiser un procédé industriel quel- 
conque, il est évidemment nécessaire de voir si les différentes exigen- 
<es vis-à-vis du robot définies par la nature du procédé sont en accord 
ou non avec les possibilités offertes par le robot lui-même. La construc- 
tion de tout système mécanique ou automatique nécessite une telle 
vérification ; toute machine, tout automate possède une fiche techni- 
que qui indique sa destination fonctionnelle, les dimensions de l’es- 
pace de travail, la rapidité, la précision maximale, la capacité de 
charge, le nombre d’axes asservis, les caractéristiques des systèmes 
de commande... Disposant de ces données, on voit très vite si l’équi- 
pement en question convient ou non au procédé, surtout en raison 
de l’étroitesse du champ d’ sHhcaton propre aux équipements du type 
traditionnel. 

Il en est tout autrement quand il s’agit d’un robot. Sa haute fonc- 
tionnalité, la grande variété des objets manipulables et des procé- 
dés réalisables, tout cela complique énormément l’établissement de la 
< fiche technique » du robot, à tel point que l’on est conduit à défi- 
nir des notions nouvelles, caractéristiques de cette classe particuliè- 
re de machines, permettant de mettre en évidence et d'évaluer leurs 
capacités. C’est le seul moyen de répondre à la question: le robot est- 
il conforme aux exigences imposées par le procédé industriel à ro- 
botiser ? 

Dans ce paragraphe nous définirons d’une façon sommaire les 
exigences courantes vis-à-vis d’un robot et introduirons une des no- 
tions fondamentales de la théorie des robots, à savoir: les propriétés 
intrinsèques d’un BM. 

Les propriétés du BM dans leur ensemble sont définies par l'or- 
ganisation et la structure de ses trois sous-systèmes : moteur, action- 
neurs, commande. Le moteur et les actionneurs constituent ce qu’on 
appelle la partie mécanique du BM et définissent donc ses propriétés 
mécaniques. Les propriétés conférées au BM par son sous-système com- 
mande seront appelées algorithmiques; nous en reparlerons un peu 
plus tard ($ 1.7). A présent nous allons examiner un exemple con- 
cret. 

La figure 1.4 illustre schématiquement le procédé de soudage à 
l’arc robotisé. Voyons les conditions qui doivent être réunies pour 
mener à bien ce procédé. 

Il faut tout d’abord qu’un point caractéristique du BM, en l’oc- 
currence l'extrémité de l’électrode de soudage, puisse être confondu 
avec chaque point de la courbe gauche matérialisée par le joint soudé 
à réaliser. On demande couramment que cette condition soit garantie 
sans changer la position de la pièce au cours du soudage (position de 
soud age fixe). Il faut alors que la trajectoire suivie par l'extrémité 
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de l’électrode soit inscrite entièrement dans l’espace de travail (ET) 
du manipulateur. Est-ce possible? Pour répondre à cette question, 
on doit évidemment connaître la forme et les dimensions de l'ET. 

Les frontières de l’ET, positions limites du point caractéristique 
du robot, définissent ce qu’on appelle espace atteignable du BM. Le 
volume de l’ET est l’estimation quantitative d’une propriété géo- 
métrique importante du BM qui caractérise sa capacité d'atteindre 
les points les plus éloignés de l’ET : la portée du BM. 

La portée du BM varie en fonction de son architecture et géométrie, 
des dimensions nominales de ses éléments et des restrictions de mo- 
bilité relative des éléments dans les couples cinématiques. Ainsi dé- 
finie, la portée ne dépend que des paramètres géométriques du BM: 


elle est donc sa propriété intrinsèque que l’on peut étudier et calculer 
au stade du projet du robot. On peut aussi s’en servir pour analyser 
les avantages relatifs des différentes structures et constructions des 
BM. La connaissance de la forme exacte de l’ET facilite beaucoup le 
« rattachement » de l'ET du robot à l’objet en question, l'adaptation 
des restrictions géométriques propres du BM aux restrictions supplé- 
mentaires éventuelles liées aux conditions concrètes (sur la figure 
1.4, de pareilles restrictions supplémentaires sont engendrées par 
les dimensions et la forme de la pièce à souder). 

L'électrode doit occuper une position déterminée par rapport au 
joint soudé pendant toute la durée du soudage. Il faut donc que, 
pendant le processus, le BM assure la possibilité de réaliser les ma- 
nipulations nécessaires pour la bonne orientation de l’électrode en 
tout point de la courbe gauche. Il va de soi que cette condition 
concerne uniquement les points qui peuvent être atteints par le BM, 
c'est-à-dire les points se trouvant dans son ET. Il semble évident 
que le BM est d'autant moins maniable que sa pince se trouve plus 
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près des frontières de l’ET;. à la limite de sa portée, le BM perd 
complètement sa propriété que nous appellerons maniabilité. A l’in- 
térieur de l’ET, la maniabilité du BM est distribuée d'une façon non 
uniforme, parfois extrêmement complexe. L'ordonnancement des 
phases d'usinage impliquant la manipulation de l'outil, de la pièce 
brute, de la pièce finie, nécessite la connaissance de la distribution de 
cette propriété dans l’ET tout entier. 

Tout comme la portée, la maniabilité dépend de l'architecture et 
de la géométrie du BM, de ses dimensions nominales et des restric- 
tions internes de sa mobilité. On vient de voir en outre que la ma- 
niabilité est une fonction essentielle et, ce qui est important, non 
linéaire de la configuration du BM. Enfin, la maniabilité est une 
propriété intrinsèque du BM, au même titre que sa portée, et peut 
être étudiée en faisant abstraction du procédé industriel concret. 

La portée et la maniabilité sont deux propriétés d’un BM liées 
à la géométrie de son ET ; elles constituent un premier groupe de 
propriétés dans l’ensemble des propriétés dont la connaissance est 
nécessaire pour la mise en valeur de tous les avantages offerts par 
une machine aussi versatile qu'est un robot. Il convient de remarquer 
qu’elles n’épuisent pas toutes les particularités importantes du BM 
relevant de sa géométrie. Dans le chapitre suivant ($ 2.5) consacré 
à l'évaluation des qualités des manipulateurs maître-esclave, nous 
introduirons la notion de mnémonicité d'un BM. Cette propriété 
caractérise la fidélité de la transmission mécanique des mouvements 
des bras de l’opérateur humain aux pinces des bras esclaves, c'est- 
à-dire la qualité de la commande, tout en étant définie en fin de 
compte par la géométrie du sous-système moteur. 

Un deuxième groupe de propriétés est constitué par deux proprié- 
tés qui caractérisent la cinématique du BM: nous les appellerons 
mobilité et reprise. Au cours du soudage, l’électrode doit se déplacer 
le long du joint avec une vitesse déterminée (on est souvent amené 
à préciser la vitesse avec laquelle la pince, l'outil ou la pièce mani- 
pulée doivent se déplacer d’un point à un autre ou le long d’une tra- 
jectoire prescrite). Chacun des éléments du BM est doté de son propre 
actionneur et apporte sa propre « contribution » à la vitesse résul- 
tante de la pince. La valeur de cette contribution dépend de la vitesse 
développée par l’actionneur lui-même, ainsi que de la configuration 
du BM à l'instant considéré. 

Les différents actionneurs (électriques, pneumatiques, hydrauli- 
ques) ont des vitesses d’action différentes ; d’autre part, tout action- 
peur utilisé dans les BM a sa propre plage des vitesses réalisables qui 
limite ses possibilités cinématiques. Il semble légitime de poser la 
question: les caractéristiques cinématiques du BM sont-elles suffi- 
santes pour satisfaire aux exigences de mouvement auxquelles le ro- 
bot se trouve confronté? C’est la connaissance de la mobilité du BM 
qui permet de répondre à cette question. 
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La mobilité caractérise la plus grande vitesse de déplacement du 
point caractéristique de la pince à l’intérieur de l'ET. Pour chaque 
configuration du BM les vitesses réalisables de la pince s'étendent à 
l'intérieur d’une plage déterminée par les possibilités des actionneurs 
des différents éléments. Cette plage varie d’une configuration à l’au- 
tre. Pour que la réponse à la question posée soit affirmative, il faut 
qu’en tout point de la trajectoire de la pince ses vitesses requises 
tombent à l'intérieur de la plage des vitesses réalisables du BM. 

Les contraintes engendrées par l’actionneur peuvent aussi inté- 
resser ses couples ou efforts ; en fait, il s’agit des accélérations possi- 
bles. En plus de la mobilité, il est donc rationnel d'introduire la no- 
tion de reprise d'un BM: cette propriété caractérise la plus grande 
accélération qui puisse être communiquée au point caractéristique 
de la pince au moment de la mise en mouvement du BM fixe. 

Comme les vitesses réalisables, les accélérations réalisables s’éten- 
dent à l’intérieur d’une plage déterminée pour chaque configuration 
du BM. Or, dans le cas des accélérations, ces plages ne dépendent pas 
seulement des possibilités des actionneurs mais aussi des inerties 
propres aux éléments du BM. 

Tout comme les propriétés géométriques, la mobilité et la repri- 
se sont entièrement définies par les paramètres du BM et de ses action- 
neurs et sont des propriétés cinématiques intrinsèques du BM. 

Des exigences extrêmement sévères sont imposées souvent à la 
précision de reproduction des lois de mouvement prescrites du BM. 
Dans notre exemple, il faut dire que l’imprécision géométrique du 
joint soudé, due à la reproduction imparfaite de la trajectoire prescri- 
te par l’électrode de soudage, fait l’objet de tolérances suffisamment 
serrées. Nous n’allons pas entamer ici une analyse détaillée des 
erreurs primaires qui engendrent l’imprécision. Notons simplement 
que l'erreur résultante du mouvement de la pince peut être large- 
ment attribuée aux erreurs de fonctionnement des actionneurs et 
des unités de commande des mouvements des éléments (dans le chap. 
6 les erreurs de cette nature seront appelées erreurs de commande), 
ainsi qu’à des erreurs primaires entraînées par les déformations élas- 
tiques du mécanisme du BM, et ainsi de suite. 

Ainsi on a dû introduire encore un groupe de caractéristiques : 
la précision et la compliance, qui sont liées à l’organisation matérielle 
du BM donné. Ajoutées à la portée et à la maniabilité, à la mobilité 
et à la reprise, elles forment une collection de propriétés intrinsè- 
ques du BM que l’on doit consulter souvent pour savoir si le robot 
peut être utilisé ou non. 

La connaissance des propriétés mécaniques du BM dépasse le ca- 
dre de la question d'application du robot. Au stade du projet d’un 
robot, le concepteur se pose une multitude de questions: comment 
choisir l’architecture et la géométrie du bras? la rapidité et la puis- 
sance des actionneurs ? comment évaluer la précision de la structure 
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proposée ? enfin, comment faire un choix entre différentes construc- 
tions possibles du robot? 

En robotique, le concepteur se trouve souvent dans une situation 
qui ne se présente en aucune autre branche de construction mécani- 
que. La machine est mise au point, peut-être existe déjà, mais l’on 
ignore toujours ses potentialités exactes ! 

D'où provient cet état de choses? La cause en est que les robots 
forment une classe de machines si riches sur le plan fonctionnel que 
l’on doit mettre au point des approches et méthodes spéciales pour 
étudier leurs qualités variées et pour en établir les estimations quan- 
titatives. Cette nécessité a déjà été indiquée plus d’une fois (86, 
93], mais la mise au point des méthodes adéquates n'en est encore 
qu’à ses débuts. Comme nous l'avons dit, une partie importante de 
ce livre sera consacrée à ce problème. 

En posant les questions qui ont trait au choix de l'architecture et 
de la géométrie, c’est-à-dire des principaux paramètres du BM, 
on entend obtenir des réponses orientées vers un choix optimal. Pa- 
reilles recommandations doivent reposer évidemment sur certains 
critères d'optimisation. Comment formuler ces critères ? 

Pour toute réponse, on déclare souvent que le robot peut réali- 
ser une tâche concrète particulière impliquant des mouvements dé- 
terminés. Or, un critère reposant sur des caractéristiques ou perfor- 
mances particulières devient tout de suite un critère « partiel » et, 
en règle générale, se trouve en contradiction avec la versatilité de- 
mandée aux robots. Il suffit alors de modifier le problème proposé 
pour que le critère « rigidement associé » à ce problème devienne ino- 
pérant, auquel cas on est conduit à choisir un autre critère partiel. 
S'agissant d’un système versatile, une telle façon de procéder s’avè- 
re peu rationnelle, car il n'existe en général aucune architecture 
unique optimale du BM, vu la variété des mouvements à effectuer. 

On peut cependant choisir les meilleurs paramètres d’une autre 
façon. Au lieu d'orienter les critères d'optimisation sur la faisabili- 
té de telle ou telle tâche concrète, on les applique à telle ou telle 
propriété intrinsèque du BM lui-même. Quant à la tâche en ques- 
tion, elle fait l’objet d’une hypothèse suffisamment générale, qui tra- 
duit précisément la versatilité du système. 

C'est l'approche que nous adoptons et développons dans la suite 
de l'ouvrage. Au point où nous en sommes, il semble utile d’abandon- 
ner les détails et d'expliquer à l’aide d’un exemple tout simple la 
méthodologie mise à la base de notre approche. 

Revenons une fois de plus à la figure 1.4. Cette fois-ci au lieu 
d'examiner l’ensemble des points formant une trajectoire particuliè- 
re définissant le joint soudé, supposons que chaque point de l’'ET 
puisse être intéressé avec la même probabilité par une multitude de 
joints soudés réalisés par le robot pendant toute sa durée de service. 
Supposons aussi que l’électrode de soudage puisse prendre avec une 
30248 
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probabilité égale toute orientation en chacun des points de l’espace 
de travail. Il est évident que ces hypothèses tiennent suffisamment 
compte de la versatilité du robot de soudage. D'autre part, elles ne 
concernent que les caractéristiques géométriques de l’ensemble des 
tâches à réaliser, ce qui nous permet, en évaluant les qualités fonc- 
tionnelles du BM, de retenir une hypothèse basée sur la propriété géo- 
métrique correspondante: la maniabilité. Comme mesure de la ma- 
niabilité du BM en un point de son ET, prenons la « liberté de mou- 
vement » dont jouit la pince par rapport à ce point, ou, d’une façon 
plus exacte, l’angle solide Y limitant l’évolution de la pince autour 
de ce point. Ainsi se produit la transition de la description qualita- 
tive à l’estimation quantitative d’une propriété concrète du BM. 

Il semble tout à fait naturel et indéniable que le BM est d’autant 
plus « commode », ses qualités fonctionnelles sont d’autant plus ri- 
ches au point considéré de l’espace que l’angle Ÿ défini ci-dessus est 
plus ouvert. En plaçant la pince en des points successifs de l'ET 
de façon à couvrir cet espace tout entier et en calculant chaque fois 
la maniabilité du BM en ces points, on finit par arriver à un critère 
d'optimum relatif à la maniabilité du BM. Il doit évidemment ex- 
primer la valeur moyenne de la maniabilité pour l’ET tout entier 
et garantir le maximum de cette estimation. 

Une pareille estimation présente deux particularités essentielles. 
La première est son caractère global, car elle englobe l’ensemble des 
états possibles du BM en question. En même temps c'est une estima- 
tion statistique, incapable de répondre à la question directe: le 
BM est-il capable ou non d'exécuter une tâche concrète donnée ? 
En revanche, elle donne la probabilité d'exécution de n’importe 
quelle tâche (séquence de mouvements). Plus cette probabilité est 
grande, plus il y a de chances que les mouvements demandés seront 
reproduits avec succès et, partant, plus la maniabilité du BM est 
bonne. 

Au stade de la conception, quand on ne sait rien sur les paramè- 
tres des tâches, une réponse de ce genre, capable de caractériser glo- 
balement la qualité du BM, revêt une importance et un intérêt tout 
particuliers. 

On peut formuler de cette façon le critère d'optimisation pour 
toute autre propriété du BM quand elle devient prédominante. On 
peut aussi essayer de justifier la nécessité d’un critère complexe 
couvrant deux ou plusieurs propriétés simultanément. Le lecteur 
verra par la suite que, non seulement indépendantes entre elles, les 
différentes propriétés risquent d’être contradictoires : cherchant à op- 
timiser une propriété, on est parfois conduit à une solution qui n’est 
pas du tout optimale par rapport à une autre propriété. On voit donc 
que pour définir judicieusement le cercle de problèmes de conception 
optimale des BM des robots et les résoudre en connaissance de cause, 
pour comparer les « avantages » des différentes constructions, on doit 
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disposer d’une « fiche technique » du robot où sont indiquées en par- 
ticulier des estimations globales de ses propriétés intrinsèques. 

Cependant la « fiche technique » du robot ne devrait pas conte- 
nir seulement des estimations globales des propriétés intrinsèques 
en question. Nous verrons plus tard ($ 6.1) que les estimations globa- 
les pour chacune des propriétés intrinsèques résultent d'une série 
d’estimations partielles associées à des niveaux hiérarchiques diffé- 
rents: les plus générales, les estimations globales se rapportent au 
premier niveau qui est le plus élevé; elles caractérisent les proprié- 
tés intrinsèques du BM de façon globale, dans l'ET tout entier. 

Au niveau suivant (le deuxième) se rapportent les estimations 
des propriétés intrinsèques pour des points isolés de l’ET ou pour 
des directions isolées dans l’espace. Elles caractérisent les propriétés 
intrinsèques du BM au moyen de « cartes » de distribution de ces 
estimations suivant l'ET dans son ensemble ou suivant telle ou telle 
zone de l’espace. Leur utilisation s’avère rationnelle par exemple lors- 
qu’on cherche à déterminer la disposition relative du robot et des 
équipements que celui-ci est appelé à servir; de pareilles cartes sont 
déjà utilisées pour l’analyse de la maniabilité (les « cartes de servi- 
ce », voir $$ 5.2, 5.8). Pour définir quantitativement l’« efficacité » 
de telle ou telle variante d'implantation de l'équipement, il suffit 
de considérer les ensembles correspondants de configurations du BM 
pour le service de l'équipement intéressé. A la suite des estimations 
globales, le moyennage n’y sera effectué que suivant l’ensemble de 
configurations qui nous intéresse en l'occurrence. 

Au troisième niveau se rapportent les estimations des propriétés 
intrinsèques pour des configurations isolées du BM. Leur emploi est 
justifié quand il s’agit de choisir une configuration capable de ré- 
soudre un problème de mouvement donné. En raison de toute une 
série de facteurs, à chaque point de la trajectoire imposée au robot 
répond un certain ensemble de configurations du BM. Les estima- 
tions du troisième niveau permettent de profiter de la multiplicité 
des configurations admissibles pour optimiser le mouvement du BM 
(les questions du choix optimal des configurations compte tenu des 
différentes propriétés intrinsèques seront discutées par exemple aux 
$$ 6.3 et 7.2, ainsi que dans le chap. 9). Une des causes essentielles 
de la multiplicité des configurations est la redondance motrice des 


$ 1.5. Redondance motrice 


Le caractère hautement fonctionnel du robot est assuré par une 
mobilité adéquate de son BM. Les RI universels contemporains pos- 
sèdent en règle générale six degrés de liberté ou plus (sans compter 
la mobilité de la pince réalisant la préhension de l'objet). Cependant 
un recensement formel des degrés de liberté à l’aide des formules de 
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structure ne décrit pas de façon exhaustive la mobilité réelle d'un 
BM. Nous avons cité au $ 1.3 un exemple où les conditions géomé- 
triques supplémentaires imposées à tous les couples cinématiques font 
d'un mécanisme tridimensionnel un mécanisme plan: le calcul de 
ses degrés de liberté nécessite l’emploi d’une formule de structure 
particulière (3.2). Conformément à cette formule, le mécanisme plan 
peut avoir une mobilité aussi élevée que l’on veut, en accord avec sa 
structure et le nombre de ses éléments mobiles, mais tous ses mouve- 
ments se produisent dans un plan et un seul. L’espace de travail du 
BM dégénère alors en un plan. Tout cela met en valeur une circons- 
tance apparemment évidente mais paradoxalement ignorée dans 
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bien des cas : l’analyse de structure tient seulement compte des liai- 
sons intérieures dans les couples cinématiques du mécanisme, mais 
ne tient pas compte de la géométrie de ce dernier. 

Deux autres groupes de liaisons sont à prendre en compte en éva- 
luant la mobilité réelle du BM, l’un intérieur, l’autre extérieur par 
rapport au BM (les liaisons du second groupe étant définies par l’in- 
teraction du BM avec l’objet manipulé). Nous décrirons succinc- 
tement les restrictions de mobilité provoquées par ces liaisons en 
considérant des modèles plans du bras manipulateur. Cela nous per- 
se de faciliter sensiblement l’analyse sans nuire à sa générali- 
té. 

On voit fig. 1.5 a un BM plan à quatre éléments. L'élément O 
est fixe (bâti), les trois couples de rotation O, À, B confèrent au mé- 
canisme trois degrés de liberté, ce qu’il est facile de vérifier d’après 
la formule. Dans les structures matérielles, le mouvement relatif 
des éléments formant les couples cinématiques est souvent gêné 
et limité à un débattement inférieur à 2x, ce qui est conventionnelle- 
ment indiqué sur la figure 1.5 b. Sans décrire les considérations pra- 
tiques qui imposent la nécessité de ces restrictions, signalons qu’elles 
affectent notablement tant le niveau de mobilité que la forme de l’es- 
pace de travail du BM. On voit fig. 1.5 c une des positions limites du 
BM où toutes les liaisons sont fermées : le mécanisme devient une 
structure rigide. 
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Le mécanisme de la figure 1.6 a est le même BM plan à quatre élé- 
ments que celui de la figure 1.5, appliqué cette fois-ci à une tâche 
qui consiste à déplacer une pièce 4 dans son guide fixe. Dans la posi- 
tion libre représentée sur la figure le BM possède comme précédem- 
ment trois degrés de liberté. Pour amener la pince dans la position 
requise montrée sur la figure 1.6 b, on doit commander trois mouve- 
ments. On voit sans peine qu’un tel déplacement peut être effectué 
d’une infinité de façons, en commandant chacun des trois éléments 
en toute liberté. Or, la mobilité du mécanisme change brutalement à 


partir du moment où la pince se ferme sur la pièce 4. A présent la 
pince et la pièce saisie forment un élément 3 unique; le BM se trou- 
ve soumis à des liaisons extérieures supplémentaires engendrées par 
le couple cinématique de translation D ; la chaîne cinématique du BM 
cesse d’être ouverte et, en se fermant, ne conserve qu'un degré de li- 
berté au lieu de trois (en accord avec la formule (3.2)). Pour dépla- 
cer la pièce 4, on peut ou bien définir le mouvement de l’un quelcon- 
que des trois éléments mobiles 7, 2, 3, ou bien s'arranger pour coor- 
donner les mouvements des actionneurs de tous les trois éléments. 
Soulignons que si la pièce 4 est bloquée, le système représenté sur la 
figure 1.6 b se trouve dépourvu de toute mobilité : le BM devient une 
structure rigide. 

L'objet manipulé peut avoir des formes différentes ; il peut pren- 
dre des positions et des orientations variées dans l’espace; ce peut 
être un outil, un élément de construction ou de machine, un compo- 
sant d’un mécanisme. On demande dans chaque cas que le BM soit 
conforme à la tâche imposée non seulement d’après ses propriétés de 
structure (nombre de degrés de mobilité) mais aussi d’après les pro- 
priétés géométriques de son espace de travail, sinon le BM risque de 
s'avérer incapable (totalement ou dans certaines zones) d’effectuer 
les mouvements demandés. 

Cette dernière remarque vaut tant pour les télémanipulateurs que 
pour les systèmes automatiques. Cependant elle sera incomplète 
si l’on omet d’ajouter ce qui suit. 

L'opérateur occupé à réaliser un processus de travail habituel 
agit de façon « automatique », sans réfléchir, les mouvements sont 
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familiers, sans « surprises » (liées par exemple aux restrictions de struc- 
ture et de géométrie dont nous avons parlé plus haut). Au contraire, 
l'apprentissage d’un nouveau processus, la construction d’une gam- 
me de mouvements demandée exigent de la part de l'opérateur des 
actions réfléchies, orientées vers un résultat optimal, et sous-enten- 
dent parfois des essais multiples. Un certain nombre d'étapes supplé- 
mentaires peuvent devenir nécessaires pour surmonter les restrictions 
signalées. 

Essayez par exemple de tracer par la pensée la procédure de com- 
mande du même BM (fig. 1.6 c) dans le cas où la pièce 4, qu'il s’agit 
de saisir avec la pince et déplacer dans son guide, est située dans 
un endroit d'accès difficile. Vous pouvez compliquer considérable- 
ment cette procédure en imposant des contraintes aux débattements 
relatifs dans les couples cinématiques du BM. L'opérateur, en construi- 
sant ses mouvements, ne pense pas aux estimations quantitatives exac- 
tes des propriétés de l’espace de travail du BM. Son intuition, multi- 
pliée par son expérience, lui permet de trouver assez vite, de façon 
empirique, la procédure de commande optimale ou bien de conclure 
que le problème est sans solution. Plus sa qualification ouvrière 
est haute, moins il fera d’essais infructueux, et plus rapide sera l'ap- 
prentissage. Il est naturel que les différents opérateurs proposeront 
des procédures de commande optimale différentes, puisqu'elles tien- 
dront compte non seulement des propriétés intrinsèques des machines 
(les machines identiques présentent à peu près les mêmes propriétés 
essentielles au point de vue de l'opérateur), mais aussi des « propri- 
étés intrinsèques » des opérateurs qui font que chaque opérateur cons- 
truit les mouvements de commande à sa façon, chacun a sa propre 
procédure optimale. 

Pendant la mise au point d'un procédé industriel prévoyant l’in- 
tervention d’un RI, l'agent de méthodes et le programmeur doivent 
en premier lieu, comme nous l’avons déjà indiqué, adapter les exi- 
gences imposées par le procédé au robot aux capacités du robot. Pour 
ce faire, ils doivent connaître ses propriétés intrinsèques, les proprié- 
tés de son espace de travail, disposer de leurs estimations quantita- 
tives. Cela est particulièrement important si le RI n'est pas conçu 
pour fonctionner en mode d’apprentissage « sur le site ». Si ce mode 
est prévu, la tâche de l'opérateur se réduit à peu de chose près à la 
procédure de celui qui travaille sur un télémanipulateur maître- 
esclave. Les mouvements de l’opérateur sont mémorisés par les unités 
de mémoire du RI, après quoi ils pourront être reproduits à volonté 
en mode automatique. 

Les propriétés du BM doivent être connues de façon exhaustive, 
en détail, quand il s’agit d’un robot adaptatif. Les mouvements qu'il 
aura à exécuter ne sont pas connus a priori, ils seront définis en fonc- 
tion de la situation qui se présente pendant la réalisation de la tä- 
che confiée. Il semble logique de s'attendre à ce que le système de 
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commande « sache » reconnaître automatiquement les situations cri- 
tiques qui s’annoncent lorsque les mouvements imposés au robot par 
les conditions de travail concrètes se trouvent en contradiction avec 
les contraintes définies par ses propriétés intrinsèques ou par eelles 
de son espace de travail. Autrement dit, le sous-système intelligen- 
ce d’un robot adaptatif doit contenir des algorithmes de recherche 
automatique de solution des problèmes de mouvement dans les si- 
Pons de conflit décelées automatiquement par son appareil sen- 
soriel. 

Les limitations imposées aux assemblages mobiles, analogues à 
celles de la figure 1.5 b, sont propres non seulement aux systèmes 
techniques mais aussi aux systèmes biologiques. Les articulations du 
bras et de la jambe de l’homme, comme d'ailleurs toutes les autres 
articulations du corps humain, sont organisées de telle façon que les 
os aboutissant à l'articulation ne peuvent tourner l’un par rapport 
à l’autre que d’un angle déterminé, inférieur à 2x1 (voir Tableau 
2.2, p. 58-59). Ils ne peuvent pas tourner sur eux-mêmes ni se déplacer 
en translation l’un par rapport à l’autre. Toutefois ces limitations 
sont largement compensées par une mobilité exceptionnelle des 
mécanismes vivants. Des 206 os formant le squelette humain, plus 
de 50 constituent les mains. Les grandes articulations du bras — 
le poignet, le coude, l'épaule — possèdent ensemble 7 degrés de 
mobilité, auxquels il convient d'ajouter les 20 degrés de mobilité 
présentés par les cinq doigts de la main; la mobilité du bras de l’hom- 
me se définit donc par 27 degrés de liberté. Rappelons que ce nombre 
ne tient pas compte de la mobilité du métacarpe auquel sont liés 
les doigts. Le métacarpe se compose de huit os capables d'effectuer 
des mouvements, assez petits il est vrai, les uns par rapport aux au- 
tres. 

La grande mobilité est une qualité commune aux systèmes vi- 
vants; elle assure leur souplesse, adaptativité, variété des mouve- 
ments exécutés. Il ne serait pas exagéré de dire que la multiplicité 
des degrés de mobilité est une propriété de structure générale des or- 
ganismes vivants. C’est précisément cette propriété qui rend possi- 
ble la redondance motrice: nous désignerons par ce terme la différen- 
ce entre le niveau de mobilité réel d’un système et le nombre mini- 
mal de degrés de liberté compatible avec la réalisation d’un mouve- 
ment donné imposé à ce système. 

Les BM des robots ne souffrent certainement aucune comparaison 
avec les mécanismes vivants quant à leur mobilité. Or, puisque leur 
nature plurifonctionnelle les destine à réaliser une multitude de mou- 
vements variés impliquant des degrés de mobilité différents, nous 
rencontrons pendant leur analyse la même redondance motrice. Au 
cours du movement, le nombre caractérisant la redondance motrice 
du BM peut varier, tant à cause des contraintes intérieures et exté- 
rieures qu'en raison des particularités des mouvements effectués. 
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On voit fig. 1.7 « un bras manipulateur à cinq éléments compre- 
nant des couples de classe V ; déduit du BM de la figure 1.6 en sub- 
stituant à l’élément OA une chaîne à deux éléments 04’A, il pos- 
sède quatre degrés de liberté à l’état libre. Il suffit de jeter un coup 
d'œil sur le schéma pour voir que la mobilité accrue du BM facilite 
considérablement le problème de construction du mouvement dans 
les mêmes circonstances. La pince qui saisit la pièce forme comme 
précédemment un élément unique avec cette dernière. Cependant 
le mécanisme formé sous les conditions de liaison extérieures pos- 
sède à présent deux degrés de mobilité. Pour déplacer la pièce 5 
dans son guide, il faut et il suffit d’avoir un seul degré de mobilité. 


Fig. 1.7 


La redondance du BM est donc égale à l'unité dans le cas considéré. 
Même cette redondance minimale offre une liberté de choix considé- 
rable pendant la construction du mouvement du BM, à la différen- 
5 de la solution univoque précédente définie par la redondance nul- 
e. ; 

Fait important : lorsque la pièce 5 est bloquée et que par consé- 
quent la pince est fixe elle aussi, le BM ne devient plus une structu- 
re rigide mais garde une certaine mobilité. On a introduit la notion 
de manœuvrabilité du manipulateur, qui sous-entend le degré de 
mobilité de son mécanisme dans les conditions où la pince reste im- 
mobile. Dans notre cas (fig. 1.7 b) la manœuvrabilité du BM est 
égale à l’unité. Dans cet exemple précis la redondance et la manœu- 
vrabilité ont même valeur numérique; elles peuvent différer dans 
d’autres cas. 

Un même BM peut réaliser les mouvements les plus variés: 
cela témoigne d’une fonctionnalité élevée. Dans certains cas il pro- 
fite pleinement de sa haute mobilité; dans d’autres cas la haute mo- 
bilité s'avère superflue, le mécanisme présente une redondance mo- 
trice qui permet de réaliser les mouvements demandés de plusieurs 
façons. Dans le texte qui suit, nous aborderons une des questions 
centrales de la théorie des BM: comment surmonter la redondance 
motrice; comment profiter au mieux de la haute mobilité du BM 
en construisant un mouvement concret ? 
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Avant de le faire, nous deyons cependant nous familiariser avec 
la notion de volume de mouvement du BM qui intervient plus d’une 
fois par la suite dans la résolution des questions de théorie des BM, 
y compris de celles qui figurent à la fin du présent paragraphe. 
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Les facultés motrices extrêmement développées sont un trait 
caractéristique de tout système biologique évolué. On ignore cepen- 
dant le mécanisme exact de construction des mouvements par l’or- 
ganisme vivant: comment l’homme exécute-t-il les mouvements de 
la main qui tient l'outil? Quels sont les degrés de mobilité utilisés 
pour la construction du mouvement, sont-ils employés complète- 
ment ou en partie seulement, dans quels intervalles? D'une façon 
générale, quel est le mécanisme, le mode, le critère de dépassement, 
ou plus exactement de mise à profit de la redondance motrice dans 
les organismes vivants? 

Nous savons que nous exécutons les mouvements familiers de fa- 
çon inconsciente, que l’apprentissage des mouvements nouveaux sous- 
entend la participation du système nerveux central. Il y a aussi des 
raisons de croire que tout mouvement de cette nature est formé à 
partir d’un critère d'optimisation naturel. Cependant ces connaissan- 
ces et hypothèses s'avèrent insuffisantes pour construire les algo- 
rithmes de commande automatique des mouvements des robots. 

Dans un système maître-esclave, c’est l'opérateur qui surmonte 
la redondance en accomplissant la tâche de la commande. On ap- 
prend bien des choses intéressantes en regardant l’opérateur exécu- 
ter le mouvement transmis à la pince, le « décomposer » pour le dis- 
tribuer entre les différents éléments du BM. Or, dans un tel systè- 
me biotechnique, l’homme est obligé d'adapter ses mouvements aux 
propriétés et aux particularités de la partie mécanique. Il est pro- 
bable que ces circonstances entraînent des changements notables au 
niveau des mécanismes, des modes, des critères de construction des 
mouvements utilisés par l’opérateur de façon inconsciente, ce qui 
fait que les résultats observés seront différents pour les BM diffé- 
rents. 

Ainsi donc, nous avons beau nous mouvoir sans cesse et observer 
les mouvements des autres: cela ne nous avance pas à grand-chose 
quand nous essayons de résoudre le problème de construction des 
mouvements des robots. Nous sommes conduits à résoudre ce problè- 
me en faisant appel au « sens commun » et à des « hypothèses véri- 
diques ». Cependant, puisque ces notions sont assez floues, l'expé- 
rience et l'observation des mouvements des mécanismes vivants 
s'avèrent d’une grande utilité. 

En parlant d’un maître chevronné, on souligne généralement sa 
fameuse « économie des gestes ». On comprend que ces paroles sont 
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une caractéristique intuitive intégrale du mouvement dans son en- 
semble; par exemple, s’il s’agit d’un mouvement de bras où inter- 
viennent toutes les trois grandes articulations, la notion d’e écono- 
mie » ne s'applique pas à l'amplitude de rotation du poignet, du cou- 
de ou de l'épaule mais bien à leur mouvement synchronisé. 

La notion de synergie usitée en biologie et en physiologie sous- 
entend le fonctionnement simultané et homogène des organes du 
système vivant; par exemple, la synergie motrice comprend les ac- 
tions simultanées d’un grand nombre de muscles assurant un mouve- 
ment conscient et complexe où interviennent plusieurs articulations. 
I1 semble logique de supposer que 
l'impression d'économie des gestes 
produite par le maître repose sur 
une caractéristique qualitative de 
la synergie motrice observée et que 
cette impression atteint son ma- 
ximum dans le cas où chaque partie 
du bras apporte une contribution 
optimale sur le plan de l'économie 
de la synergie motrice dans son 
ensemble. 

Fig. 1.8 Nousallons expliquer cette hypo- 
thèse en considérant un exemple. 
Soit un BM simple à trois éléments (fig. 1.8). On veut que le mé- 
canisme passe de la position C, à la position C;. Notons que, pour 
les positions données des points C, et C;, le mécanisme peut prendre 
quatre positions qu’on obtient en combinant deux positions initia- 
les OA,Co OACo et deux positions finales O0A4,C;, OA;C;. Puisque 
seules les positions initiale et finale sont spécifiées, le mouvement 
peut être exécuté d’une façon parfaitement arbitraire. Y compris de 
façon que, par exemple, le point C appartenant au BM se déplace 
cs la droite CoC1, auquel cas l’espace parcouru par C sera mini- 
mal. 

Il peut sembler qu’un tel mouvement du BM correspond bien à 
la notion d'économie. Cependant, avant de tirer des conclusions, 
voyons le problème de construction du mouvement de plus près. La 
donnée des configurations du mécanisme dans les positions C, 
et C; définit sans ambiguïté les valeurs des angles A6, et A6,, mais 
ne dit rien des amplitudes des déplacements angulaires relatifs 
dans les couples cinématiques du mécanisme pendant la transition 
de C, à C1 (même si les positions initiale et finale du mécanisme ont 
été définies d’une façon unique). 

Supposons par exemple que l'élément 2 effectue des mouvements 
angulaires de va-et-vient pendant le passage d’une position à l’au- 
tre. L’amplitude totale du déplacement dans le couple cinématique 
A ne dépendra pas alors seulement de la position des points C, 
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et C1, mais aussi des caractéristiques de ce mouvement de va-et- 
vient auxiliaire; en fait, elle peut être aussi grande que l’on veut. 
L'impression produite par un tel mouvement ne sera vraisemblable- 
ment pas celle d'économie, mais plutôt d’agitation inutile et de 
mauvaise organisation. 

Revenant à l'hypothèse proposée plus haut, il semble rationnel 
de retenir comme critère d'économie du mouvement construit une 
grandeur permettant d'évaluer le déplacement total dans toutes les 
articulations mobiles intervenant dans la synergie motrice. Nous 
appliquerons ce critère par la suite, en parlant des propriétés algo- 
rithmiques et des modes de construction du mouvement du BM. 

La quantité mesurant le déplacement total (angulaire ou linéai- 
re) qui a lieu dans un couple cinématique sera appelée volume de 
mouvement du couple. La somme des volumes de mouvement dans 
tous les couples sera appelée volume de mouvement dépensé pendant 
le déplacement prescrit du BM [61]. 

Reprenons le cas de la figure 1.8 et, de la totalité des modes de 
passage possibles de C, à C1, choisissons ceux qui admettent des 
mouvements monotones (sans renversement de marche) dans les 
deux couples cinématiques. La zone hachurée sur la figure 1.8 cou- 
vre toutes les positions possibles du point C vérifiant la condition 
imposée. On obtient la frontière C,C’C; d’abord en immobilisant 
l’élément Z et en faisant tourner l'élément 2 dans un sens unique de 
l’angle A6., puis en faisant tourner l’élément 2 avec l'élément 1 
dans le même sens de l’angle A6,. La frontière C,C"C; correspond 
aux rotations de Z et 2 effectuées dans l'ordre inverse. 

Pour les modes de mouvement monotones du BM qui se situent 
à l’intérieur de la zone hachurée et à ses frontières, le volume de 
mouvement du BM, que nous désignerons par W, est minimal et 
égal à 

Win = | A6 | + | A6, |. (6.1) 

Tous les autres modes de mouvement pendant lesquels le point 
C sort de la zone hachurée comportent des mouvements non mono- 
tones dans les couples cinématiques, conduisent à un volume de 
mouvement plus grand W > Wam et sont moins économes au sens 
du critère formulé plus haut. 

Le cas où C parcourt une droite, le plus court chemin de C;, 
à C; (voir fig. 1.8), s'avère lui aussi peu économe. Ce résultat est 
facile à expliquer. En effet, l’espace parcouru par le point C est une 
fonction non linéaire des angles 6, et 6,. Cette non-linéarité fait 
que les dépenses de volume de mouvement dans chacun des deux 
couples cinématiques du BM dépendent essentiellement de la posi- 
tion instantanée de ce dernier. Une telle non-linéarité est propre à 
un BM de toute structure, à condition qu'il comporte des couples de 
rotation. 
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Ainsi se trouve résolue la contradiction apparente entre la sou- 
plesse et la continuité naturelle des mouvements des animaux et leur 
« économie de gestes » [67]. Il ressort de notre exemple que les mou- 
vements « anguleux », composés par exemple de segments de droite, 
impliquent justement une dépense importante de volume de mouve- 
ment et sont moins économes, sous ce rapport, que des mouvements 
« ronds » et doux. 

L'exemple que nous venons d'examiner illustre le problème de 
passage du point C d’une position donnée à une autre. La chaîne 
cinématique est considérée alors comme ouverte, sans aucune contrain- 
te particulière imposée à ses états intermédiaires (positions, vites- 
ses, accélérations). En robotique, les mouvements de ce type sont 


Fig. 1.9 


courants quand il s'agit de transporter ou d'orienter les objets mani- 
pulés: on les appelle généralement mouvements de transport [46]. 

Un autre groupe de problèmes est celui où l’on demande d'assurer 
un mouvement donné d’un ou plusieurs éléments du BM, y compris 
la pince. On rencontre des conditions pareilles dans les procédés in- 
dustriels : on les appelle mouvements de travail [46]. L'objet manipulé 
est soit libre, soit soumis à des liaisons qui bloquent un ou plusieurs 
degrés de mobilité. Dans ce dernier cas le BM forme avec l’objet ma- 
nipulé une chaîne cinématique qui est fermée d’une manière ou 
d’une autre. Au fond, tout procédé industriel robotisé (par méca- 
nismes de recopie ou automatiques) se réduit à un ensemble de mou- 
vements de travail et de transport que nous venons de décrire sous 
une forme très générale. 

Supposons maintenant qu'on demande de faire passer C de C, à 
Ci suivant une trajectoire donnée y = y (x) (voir fig. 1.9). On ne 
peut alors définir de façon arbitraire que la position initiale du mé- 
canisme. En conservant celle de la figure 1.8, on conserve en même 
temps la zone C,C”’C;C” des positions du point C à l’intérieur de la- 
quelle les déplacements monotones du mécanisme sont possibles. 
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Si l'on adopte une autre position initiale 04:C;, la forme de la zone 
des mouvements monotones va changer, de même que le volume de 
mouvement minimal du BM. 

Une fois cette indétermination levée, toutes les positions inter- 
médiaires du mécanisme seront définies sans ambiguïté, au même 
titre que ses coordonnées généralisées 6, et 6,, fonctions de la posi- 
tion du point C (z, y) et des longueurs des éléments a;, a, du méca- 
nisme, et que le volume de mouvement dépensé par le BM pour pas- 
ser de C, à Ci. 

Dans notre exemple la trajectoire demandée n'est pas entière- 
ment contenue dans la zone hachurée : on voit facilement que le vo- 
lume de mouvement dépensé est alors W=> Wan. Or, même si 
la trajectoire est entièrement contenue dans cette zone, cela est in- 
suffisant pour garantir un volume de mouvement dépensé minimal: 
il est évident qu’en plus d'être entièrement à l’intérieur de la zone 
hachurée, la trajectoire de C doit aussi permettre sa réalisation par 
un déplacement monotone des mécanismes, sinon le volume de mou- 
vement dépensé sera W > Win. 

Une conclusion évidente s'impose donc: quand la redondance est 
nulle, le niveau d'économie de la synergie motrice est déterminé sans 
ambiguïté par l'architecture et les dimensions du BM et par la loi 
de mouvement donnée ; on ne peut plus choisir les lois de commande 
à son gré. Le problème de commande du mouvement se réduit alors 
à veiller à ce que les variations des coordonnées genéralisées 6,, 
6, soient en accord avec le mouvement demandé du point C qui 
définit de façon unique le programme de commande tout entier. 

Pour les systèmes à haute mobilité où la redondance motrice est 
une caractéristique essentielle liée à leur versatilité fonctionnelle, 
la robotique fut le premier champ d’application sérieux. C'est la rai- 
son pour laquelle les premières tentatives de surmonter la redondan- 
ce ne datent que de quelques années à peine. 

La notion de volume de mouvement du BM et la proposition 
d'employer cette notion comme critère de construction des mouve- 
ments optimaux des BM ont été introduites pour la première fois 
dans [61]. Le contenu de cette proposition est le suivant. La redon- 
dance motrice apporte une indétermination au problème de distri- 
bution d'un mouvement donné imposé à la pince entre les diffé- 
rents éléments du BM, permet de résoudre ce problème d’une multi- 
tude de façons. On propose de choisir celle qui garantit un volume de 
mouvement dépensé minimal; autrement dit, on propose d’optimi- 
ser la commande du mouvement à l'aide du critère d'écono- 
mie. : 

Nous reviendrons sur cette question au chap. 9 en examinant les 
modes de construction du mouvement du BM; à présent nous dirons 
quelques mots à propos du gain acquis grâce à la commande assujet- 
- tie au critère d'économie. 
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Au fond, le volume de mouvement dépensé caractérise l'« espace 
parcouru » total de la machine pendant son travail. Il se trouve, com- 
me nous venons de le voir, qu'un même travail peut être réalisé 
avec des « espaces parcourus » différents, en fonction du mode de 
commande choisi. Les commandes peu économes conduisent à des 
espaces parcourus excessifs, avec toutes les conséquences négatives 
qu'ils impliquent: usure exagérée aux articulations mobiles des 
mécanismes, augmentation rapide des jeux et, partant, charges dy- 
namiques supplémentaires exercées sur les éléments de la machine. 
Tout cela nuit à la longévité et à la précision de fonctionnement du 
système. Mais cela n’est pas tout. Les propriétés de dissipation des 
actionneurs et les couples cinématiques restant les mêmes, la com- 
mande peu économe entraîne la croissance du travail de frottement 
et l’élévation des dépenses d'énergie à l’unité d'espace parcouru par 
la pince. Ainsi donc, une commande peu économe s’avère peu éco- 
nome au sens propre du mot, c’est-à-dire d’après le critère de dé- 
pense d'énergie. Avec la généralisation des robots, ce facteur va de- 
venir de plus en plus essentiel. 

En parlant des machines et automates de type traditionnel, on 
utilise souvent le terme « temps de fonctionnement » qui est un des 
facteurs importants d'évaluation de la longévité. Si la redondance est 
nulle, la commande est définie de façon unique ; le temps de fonction- 
nement n'est alors que le volume de mouvement exprimé en unités 
de temps. Par contre, si la redondance motrice est non nulle, à un 
même temps de fonctionnement peuvent correspondre des volumes 
de mouvement différents, en fonction de la commande choisie ; 
le volume de mouvement dépensé devient alors un facteur d’évalua- 
tion autonome, qui s’applique non seulement à la qualité de la com- 
mande mais aussi à la longévité de l’automate ou du robot. 

Il apparaît que les considérations sur l'augmentation de l’espace 
parcouru, des charges appliquées, des dépenses d'énergie en cas d’une 
commande peu économe-du BM restent plus ou moins valables quand 
on parle d’un organisme vivant. 

L'’impression apparente d'économie, de bonne mesure des gestes 
d’un artisan chevronné (« pas un geste de trop ») reflète fidèlement 
les vraies caractéristiques des synergies motrices. Ce sont effective- 
ment des mouvements économes, ils ne nécessitent qu’une dépense 
d'énergie minimale et répartissent harmonieusement cette énergie 
entre les différents groupes de muscles et d’articulations intervenant 
dans la synergie. La maestria de l’artisan, l’entraînement de l’ath- 
lète ne caractérisent pas seulement le potentiel d'énergie accumu- 
lé, mais aussi la qualité de la commande de la synergie qui 
permet soit d’effectuer le même travail au prix d’une moindre dépense 
d'énergie, soit de dépenser la même énergie en obtenant un résultat 
plus tangible. La redondance motrice est une source potentielle des 
possibilités insoupçonnées de l'organisme ; le critère d'économie per- 
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met de voir si les possibilités offertes sont utilisées de façon ration- 
nelle. 

Le parallélisme qu'on essaie d'établir ici entre un système techni- 
que et un organisme vivant n’a rien de fortuit. Dans les systèmes 
maître-esclave, l’homme et la machine sont étroitement réunis pour 
former un ensemble biotechnique unique. Ce sont les considérations 
exposées ci-dessus qu’on met à la base, de façon inconsciente le plus 
souvent, mais parfois aussi tout à fait sciemment, des principes bio- 
mécaniques qui président à l'établissement des ensembles homme- 
machine du type décrit. 

L'économie est un critère important mais non unique pour éva- 
luer la qualité des robots occupés à exécuter telle ou telle opération 
de travail. D'autres caractéristi- 
ques, telles que la fidélité de repro- 
duction du mouvement demandé, 
la rapidité de réponse du système, 
etc., deviennent quelquefois prépon- 
dérantes pour les robots, comme 
d’ailleurs pour les machines et les 
automates traditionnels. Nous en 
reparlerons aussi dans les chapitres 
qui suivent. 

Il convient de mentionner enfin Fig. 1.10 
une autre particularité des BM, 
qu'on voit apparaître lorsque le BM vient en position limile ou 
extrême (fig. 1.9 b). Quand le mécanisme passe par une position li- 
mite, une indétermination apparaît. En regardant la figure, on se 


rend compte que la question de passage de la position C à la posi- 
tion voisine C’ admet plus d’une solution. En position C', aussi 
proche que l’on veut de C, deux configurations du mécanisme sont 


possibles : OA'C’ et OA”C’. On ne peut pas déterminer localement 
la meilleure façon de franchir la position limite. L’« inconvénient » 
des positions limites des BM ne réside pas seulement dans cette indé- 
termination: au voisinage de telles positions, le mécanisme devient 
plus sensible aux jeux, ainsi qu'aux erreurs de commande. 

Remarquons que l’indétermination dans les deux cas considérés 
(en position initiale et en position limite du mécanisme) est engen- 
drée par sa géométrie non linéaire, due à l'existence des couples de 
rotation. 

Pour un mécanisme à trois éléments dont tous les couples sont 
de translation (fig. 1.10), cette indétermination n'existe pas. Les 
mouvements monotones y sont possibles dans toute la zone de tra- 
vail. Au passage de C, à C, (suivant une loi quelconque permettant 
un mouvement monotone), les contributions des différents éléments 
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au mouvement résultant sont connues sans ambiguïté, et la dépense 
de volume de mouvement est égale à la somme W=]|As,|+ 

+ | As, | . Si l’on demande de faire passer C de C, à C; suivant une 
loi de mouvement précise, la question de la commande est aussi ré- 
solue de façon unique. 


$ 1.7. Intelligence du robot. Propriétés 
algorithmiques du BM 


En disant peau artificielle, rein artificiel, circulation sanguine 
artificielle.…., on sous-entend quelque chose d’artificiel (un maté- 
riau, un dispositif, un système) mais proche d'après ses propriétés 
de son prototype naturel, vivant. Il est entendu que les propriétés 
du prototype reproduites artificiellement sont spécifiées avec un 
maximum de précision afin d'éviter tout malentendu et décourage- 
ment. Malheureusement, cette condition n'est pas encore remplie 
pour ce qu’on appelle « intelligence artificielle », et l’on comprend 
bien pourquoi. La fonction fondamentale de l'intelligence est la 
fonction cognitive, niveau suprême de la connaissance humaine; 
elle est tellement complexe et multiforme que la mise au point d’un 
système artificiel capable de reproduire cette fonction ne peut pas 
être envisagée sérieusement à l'heure actuelle. 

Les différents auteurs interprètent le terme intelligence artificielle 
de façon différente. Parfois on la mentionne en rapport avec « la 
création de machines capables d'effectuer des actions nécessitant 
habituellement l'intelligence humaine ». Dans d’autres cas on dit 
que les études de l'intelligence artificielle visent à « résoudre des 
problèmes qui ne peuvent pas être résolus aujourd’hui sur ordina- 
teur ». Des définitions aussi générales ne sont pas acceptées, et l'on 
essaie de définir la notion d'intelligence artificielle en décrivant les 
méthodes utilisées pendant les recherches correspondantes, en carac- 
térisant le domaine exploré, etc. 

En analysant les aspects constructifs de la plupart des défini- 
tions existantes, nous verrons qu’il s’agit invariablement d’une ten- 
tative de définir et de réaliser tel ou tel algorithme de reproduction 
artificielle des activités « intelligentes » de l’homme. Nous croyons 
peu rationnel d'essayer de donner aujourd’hui une définition plus 
rigoureuse au terme intelligence artificielle. Or, puisque l’activité 
intellectuelle de l'homme s'étend à une infinité de domaines variés, 
il serait bon de préciser au moins le caractère spécifique de l’intelli- 
gence artificielle du robot; on peut d’ailleurs dire tout simplement 
intelligence du robot, car le mot « robot » indique déjà qu’il s’agit 
d’un objet artificiel. 

Les fonctions, les propriétés de l'intelligence naturelle — la 
raison — sont extrêmement variées. Ce sont la parole, la faculté de 
percevoir et de sentir, de différencier avec beaucoup de finesse les 
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choses perçues et senties, la capacité d'apprendre, d’assimiler, de 
travailler, de résoudre des problèmes, de planifier ses actions, de fai- 
re des prévisions, le pouvoir de communiquer avec ses pareils, d'éta- 
blir des rapports sociaux avec eux, d'établir des relations logiques 
et de cause à effet, de maîtriser des méthodes heuristiques… 

Si l'on admet, conformément à un usage à peu près universel, que 
le robot est un système destiné à reproduire atificiellement « un nom- 
bre restreint » de fonctions motrices conscientes de l’homme, il est 
logique de regarder l'intelligence du robot comme un ensemble de 
méthodes, d’algorithmes et de moyens techniques capables d'assurer 
ses mouvements visant un but précis dans des conditions insuffisam- 
ment déterminées. Autrement dit, dans le cas spécifique des robots, 
on doit insister sur les fonctions liées au mouvement des extrémités 
artificielles. L'organisation des courants d’information, les moyens 
et les méthodes d'acquisition de l'information, de son traitement et 
de son utilisation pour les besoins de la commande du robot sont 
entièrement orientés vers une résolution rationnelle des problèmes 
de mouvement. 

En parlant de la simulation des fonetions motrices humaines, 
il serait utile d'essayer d'établir une classification de la totalité des 
mouvements réalisés [4]. On pourrait distinguer conventionnellement 
trois groupes de mouvements: 

1) les mouvements globaux : leur amplitude est grande en com- 
paraison avec les dimensions propres de l’homme. Ils sont réalisés 
par les membres inférieurs, puisque l’homme se déplace pendant tou- 
te sa vie: 

2) les mouvements régionaux : leur amplitude est commensurable 
avec les dimensions propres de l’homme. Ils sont réalisés essentielle- 
ment avec le concours des grandes articulations des membres supé- 
rieurs de l’homme: 

3) les mouvements locaux, de faible envergure devant les dimen- 
sions du corps humain, réalisés essentiellement avec les mains. 

Cette classification ne tient compte que d’une façon approxima- 
tive des mouvements réels de l’homme. Ces derniers représentent en 
fait des combinaisons extrêmement compliquées des processus de 
contraction et de relaxation des dizaines et des centaines de muscles, 
de mouvements fins ou larges non seulement des extrémités mais 
aussi du tronc; il est douteux qu’ils puissent être embrassés par une 
classification précise quelconque. 

La souplesse et la mobilité du robot resteront probablement tou- 
jours médiocres devant celles de l’homme ; les fonctions de réalisation 
des mouvements globaux, régionaux et locaux devront alors être ré- 
parties d'une façon plus nette entre les « jambes », les « bras » et 
les « mains » artificiels du robot. Or, en confrontant les propriétés 
d’un organisme vivant et d'un système de robotique, on relève né- 
cessairement certaines analogies dans leur mouvement, analogies 
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basées sur la redondance motrice et sur son utilisation pour la cons- 
truction des mouvements optimaux, en particulier des mouvements 
économes. 

L'intelligence du robot doit être construite à partir de certains 
modèles de stéréotypes moteurs utilisant tel ou tel mode de construc- 
tion du mouvement et tel ou tel critère de qualité. Elle doit com- 
prendre une collection d'algorithmes qui tiennent compte des pro- 
priétés intrinsèques et des possibilités de mouvement offertes par 
le BM donné et qui définissent les « comportements » moteurs du 
robot dans un milieu libre, dans un milieu présentant des obstacles, 
statique ou présentant certaines caractéristiques dynamiques. 

A propos du robot adaptatif, nous avons déjà dit qu’il a besoin 
d’autres informations que l'information a priori. Ses qualités adap- 
tatives lui sont conférées par un appareil sensoriel spécial dont il 
doit absolument être équipé. 

Les sens de l’homme mis au service de ses fonctions motrices, 
quels que soient leur nature et leurs mécanismes, peuvent être divi- 
sés conventionnellement en deux groupes: 

4) sens qui collectent l’information seulement pendant les mou- 
vements, globaux, régionaux ou locaux, simultanés ou non (par 
exemple le toucher); 

2) sens capables de recevoir l'information en dehors du mou- 
vement (par exemple la vue, l’ouiïe, l’odorat). 

Les « sens » durobot, quels que soient leurs principes de fonction- 
nement et leur construction, sont analogues sous ce rapport à ceux 
de l’homme: les uns ne reçoivent l'information que pendant le mou- 
vement, les autres sans rapport avec le mouvement. Or. la perfec- 
tion technique de l’appareil sensoriel artificiel contemporain, sa sen- 
sibilité et sa capacité de résolution sont très inférieures à celles des 
organes humains. Leur efficacité et leur capacité de résolution sont 
encore trop médiocres pour conférer une quelconque autonomie au 
robot. Cependant, au train où sont menées les études visant à les 
perfectionner, on peut espérer que les robots vont devenir de plusen 
plus+indépendants» en ce qui concerne leurs mouvements conscients. 

Les modèles mis à la base de l’intelligence du robot doivent tenir 
compte de la façon dont l'appareil sensoriel perçoit les propriétés 
fondamentales de l’environnement, des objets manipulés, de la si- 
tuation qui se présente pendant le mouvement. L'intelligence doit 
comprendre les algorithmes définissant les procédures d'acquisition, 
de traitement et d'utilisation de l'information opérationnelle obte- 
nue à l’aide des organes des sens du robot. On peut dire que l’intel- 
ligence du robot simule — d’une façon assez approchée encore et 
dans un volume très modeste — les attributs de l'intelligence natu- 
relle, en particulier la faculté d’assimiler et de différencier l’infor- 
mation reçue, la capacité d'apprendre et de planifier les actions, 
l'aptitude de commander les mouvements. 
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La « maîtrise » dont fait preuve le robot adaptatif en réalisant 
ces fonctions dépend aussi du niveau des propriétés mécaniques du 
BM, tout en étant déterminée en premier lieu par les propriétés de 
son sous-système commande, l'intelligence artificielle y comprise, 
qui assure une exécution efficace des tâches imposées. Nous débou- 
chons ainsi sur une nouvelle notion importante de théorie des robots: 
propriétés intellectuelles ou, pour être plus modeste et plus précis, 
propriétés algorithmiques (chap. 9). 
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En conclusion, considérons un schéma fonctionnel simplifié du 
robot adaptatif (fig. 1.11) et faisons quelques remarques explica- 
tives sur son fonctionrniement en mode automatique. 

Le but du mouvement ne contient en général que des prescrip- 
tions relatives à l’organe terminal du BM, c'est-à-dire à sa pince. Par 
exemple : faire passer la pince d’un point donné de l’espace à un autre 
point donné; faire suivre à la pince une trajectoire donnée; orienter la 
pince d'une façon donnée (ou arbitraire), etc. La donnée du but du 
al répond à la question: que doit faire le BM avec sa pin- 
ce 

Le niveau de la planification répond à la question: comment 
doit se déplacer la pince pour réaliser le but? Si le but du mou- 
vement est de faire passer la pince d’un point de l'espace à un autre, 
le niveau de planification fait intervenir des stéréotypes moteurs 
déterminés visant la réalisation de ce but, par exemple: « déplacer 


és 
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la pince d’abord suivant l’axe des x, puis suivant l'axe des y, enfin 
suivant l’axe des z », qui permettent à la pince de suivre une trajec- 
toire déterminée. Si la zone d'évolution de la pince présente des obs- 
tacles, on doit prévoir l'intervention d’autres stéréotypes permet- 
tant de les contourner, etc. 

Le mouvement de la pince est assuré par les mouvements des élé- 
ments du BM. Le niveau de construction des mouvements répond à 
la question: comment doivent se déplacer les éléments du BM? 
La distribution du mouvement résultant de la pince entre les dif- 
férents éléments du BM et le calcul de la contribution individuelle 
de chaque élément sont réalisés à ce niveau. Nous savons déjà que 
ce problème admet plus d’une solution en cas de redondance motrice. 
Il est résolu en accord avec les propriétés algorithmiques du BM et 
les critères d'optimisation qui ont été formulés et mis à la base du 
sous-système intelligence atrificielle. 

Pendant la construction des mouvements du BM, on est obligé 
de tenir compte des restrictions notables de la mobilité imputables 
à une série de causes. Rappelons d’abord les limitations de mobili- 
té relative des éléments des couples cinématiques du BM, ainsi que 
d’autres limitations dues également aux propriétés spécifiques du 
BM lui-même. L'espace de ses configurations possibles peut être 
gêné à cause de l'interaction immédiate des éléments mobiles, puis- 
que chacun de ces derniers occupe un volume fini dans l’espace de 
travail du BM les limitations de cette nature seront appelées 
recoupements des éléments du BM). Une source essentielle d'obstacles 
et de limitations peut être présentée enfin par les objets manipulés 
et les éléments de l’environnement. 

Quels sont les algorithmes dont on doit munir le BM? Par quels 
« comportements» pourra-t-il surmonter les limitations? Quel est 
le mode de gestion à adopter vis-à-vis de la redondance motrice ? 
Ces questions, ainsi qu’un grand nombre de questions analogues, 
deviennent de plus en plus difficiles à mesure que les situations mo- 
trices deviennent de plus en plus compliquées. On est même parfois 
incapable de répondre avec certitude à une question comme celle- 
ci: l'obstacle est-il surmontable en principe? Une situation analo- 
gue se présente à l’homme quand il se demande s’il pourra desserrer 
l'écrou caché dans les tréfonds du moteur d’automobile avec une 
clé plate, ou s’il devra employer une clé à tube? On ne peut parfois 
faire autrement qu’en tentant sa chance. De la part de l'intelligence 
du robot, un tel conseil — « tentez votre chance » — doit prendre 
la forme d’un algorithme de contournement rationnel de l'obstacle. 

En plus de la trajectoire à suivre, la définition du mouvement 
peut prévoir des lois de variation déterminée de la vitesse de la 
pince, des accélérations à développer suivant la trajectoire, des 
valeurs d'efforts à observer, une précision à assurer... La réalisation 
de ces conditions et des conditions analogues doit aussi être pré- 
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vue au niveau de construction des mouvements du BM. En somme, 
ce niveau définit de façon exhaustive les lois de mouvement de tous 
les éléments du BM compte tenu du but défini et des conditions réel- 
les de sa réalisation. 

Les fonctions des autres blocs du schéma de la figure 1.11, ainsi 
que le contenu et l’organisation des boucles d’information en retour 
sont évidents et se passent de commentaires. Remarquons qu’il s’agit 
du schéma d'un robot à un seul bras. On a introduit dans [24] la 
notion de robot collectif: un système comprenant plusieurs BM et 
possédant un ensemble (assez restreint peut-être) de programmes com- 
muns. Ce peut être par exemple un robot possédant deux ou plusieurs 
manipulateurs et/ou des pédipulateurs. En pareils cas la fonction 
intelligence doit assurer non seulement le fonctionnement de chaque 
BM isolé mais aussi leur interaction. Les questions de construction 
des robots à deux ou plusieurs effecteurs et de leur théorie, ainsi que 
les questions de la commande en supervision, sortent du cadre de ce 
livre. 


CHAPITRE 2 


BRAS MANIPULATEURS À COMMANDE 
MANUELLE 


$ 2.1. Exemples d’application 


Le contenu de ce paragraphe et du paragraphe suivant est plus 
large que leur titre. Les exemples qu'on y trouve ne sont pas utili- 
sés uniquement pour décrire les particularités fonctionnelles des 
différents ensembles robotiques à commande manuelle. Ils ont été 
choisis aussi pour illustrer les principes fondamentaux de construc- 
tion de tels ensembles. 

L'histoire de la robotique contemporaine commence dans les an- 
nées quarante de ce siècle, époque à laquelle on a posé les fondations 
de l'énergie nucléaire qui allait devenir un des principaux axes du 
progrès technique. Les matériaux auxquels on a affaire dans cette 
branche de la technique sont radio-actifs. Ils sont dangereux à l’hom- 
mé, au même titre que les équipements utilisés pour leur production 
et traitement. Cependant le maniement des substances radio-actives, 
la production du combustible nucléaire, les recherches en physique 
nucléaire, le dépannage, le montage et le démontage des réacteurs 
nucléaires, la maintenance des machines et dispositifs situés dans 
les zones radio-actives, tout cela nécessite généralement l’interven- 
tion de l’homme. Ces processus sont trop variés et présentent trop 
d'« impondérables » pour qu’on puisse les confier aux machines 
automatiques. 

Ce problème a été résolu grâce aux différents dispositifs comman- 
dés à distance : on a pu évacuer l'opérateur humain de la zone dange- 
reuse sans qu’il cesse d'effectuer des opérations indispensables, sou- 
vent fort complexes, avec les objets restés dans la zone dangereuse. 
Parmi ces dispositifs, une place centrale est occupée par les manipu- 
lateurs de toute sorte et destination. 

On voit fig. 2.1 un des télémanipulateurs à poste fixe du type 
maître-esclave, de fabrication soviétique. L'opérateur met en mou- 
vement deux bras « maîtres », dont chacun représente un mécani- 
sme à quatre éléments susceptible de se déplacer dans l’espace en réa- 
lisant des mouvements complexes. En pratique, cette partie du systè- 
me — le poste de commande — est situé dans un local mis à l'abri 
du rayonnement nocif. Les mouvements construits par l'opérateur 
sont transmis par des dispositifs électromécaniques particuliers 
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aux bras « esclaves » situés daps la « zone chaude ». Le bras esclave 
reproduit les mouvements du bras maître, et son organe terminal 
(main mécanique avec pince) reproduit les mouvements de la main 
de l'opérateur. Sur les poignées de commande sont prévus des orga- 
nes spéciaux au moyen desquels l’opérateur met en action les pinces 
pour serrer ou libérer les objets manipulés. 

La vaste classe de problèmes résolus avec les télémanipulateurs 
peut être décrite ainsi: ils permettent à l’homme, le « maître », de 


Fig. 2.1 


saisir un objet éloigné, de le placer en un point voulu de l'espace, 
de l’orienter convenablement, d'effectuer sur ou avec cet objet quel- 
ques opérations pratiques, et ainsi de suite. 

Ces fonctions semblent élémentaires, mais les exigences qu'elles 
émettent vis-à-vis du manipulateur en font un système technique 
fort complexe. 

La première exigence vis-à-vis du système « opérateur-manipula- 
teur », tout comme de n'importe quel autre système complexe, est que 
les caractéristiques d’entrée et de sortie de ses différents composants 
soient parfaitement adaptées. Cela signifie que les propriétés mé- 
caniques intrinsèques (géométriques, cinématiques, …) du téléma- 
nipulateur doivent permettre à l'opérateur de travailler pendant une 
durée prolongée avec un bon rendement et une bonne précision. 

En commandant le télémanipulateur, l'opérateur observe les 
mouvements effectués par les bras mécaniques à l'œil nu ou à l’aide 
d’un système de télévision: ainsi est réalisée la rétroaction contrô- 
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lant le déplacement de ces bras dans l’espace. En réalisant tel ou 
tel processus, l'opérateur doit pouvoir non seulement effectuer les 
mouvements les plus variés, mais aussi orienter et doser les efforts 
liés à ces mouvements. L’aptitude de transmettre et de doser assez 
finement les efforts réalisés est une autre condition importante à la- 
quelle doivent satisfaire l’architecture et les propriétés intrinsèques 
du télémanipulateur. La rétroaction en position s'avère alors insuf- 
fisante : on doit prévoir un système de « rétour d'effort », c’est-à-di- 
re un équipement sensoriel appliquant à la main de l’opérateur les 
Do qui se produisent et qui varient sans cesse pendant la manipu- 
ation. 

En fin de compte, toutes ces exigences visent à rapprocher au- 
tant que possible la commande du manipulateur de celle de l’extré- 
mité humaine, autrement dit à porter à son maximum la propriété 
que nous appellerons la gouvernabilité de la machine. Dans le cas 
idéal l’opérateur commande les bras mécaniques comme si c'étaient 
ses propres bras et ressent leurs mouvements comme si c'étaient les 
mouvements de ses propres bras. Si cette condition est vérifiée, le 
télémanipulateur recopie moins les mouvements des bras de l'opé- 
rateur que les programmes de mouvement que ce dernier établit par 
la pensée. 

Cependant, si ces exigences sont faciles à formuler, il est extré- 
mement difficile de dire si telle ou telle construction donnée est 
conforme ou non aux exigences formulées. C'est la raison pour laquel- 
le on est souvent amené à employer des appréciations verbales du 
type « facile », « difficile », «aisé »,« incommode » portées par le ou 
les opérateurs qui ont travaillés avec le télémanipulateur. Vu l’em- 
ploi généralisé de la robotique, de telles appréciations subjectives 
et purement qualitatives deviennent insuffisantes. Elles ne permet- 
tent pas d'évaluer le niveau technique des constructions, de compa- 
rer leur efficacité, de perfectionner les systèmes existants et d’en créer 
de nouveaux. On entreprend donc depuis quelques années des étu- 
des poussées qui visent à obtenir des méthodes et critères spécifi- 
ques permettant de formuler des estimations quantitatives des systè- 
mes « opérateur-manipulateur » (voir $ 2.4). 

En parlant d’un manipulateur analogue à celui de la figure 2.1, 
on dit qu’il est anthropomorphe. On emloie ce mot quand la structu- 
re et la géométrie du robot sont analogues dans une certaine mesure 
à celles de son prototype vivant. Il semble évident (et l'expérience 
en atteste) que la tâche de l'opérateur est grandement facilitée 
quand le manipulateur est anthropomorphe. En ce qui concerne les 
prothèses, les exosquelettes, les appareils orthopédiques, leur ar- 
chitecture anthropomorphe apparaît comme une nécessité absolue 
en rapport avec leur destination. 

Pour mettre au point des constructions pareilles, on doit connaî- 
tre parfaitement les bases morphologiques et les principes dits bio- 
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mécaniques qui constituent une espèce de « cahier des charges » 
définissant le niveau d’analogie à assurer entre le système technique 
et son prototype vivant. Une importance considérable y est accordée 
aux données relatives à l'architecture, à la géométrie et à la mobili- 
té des différentes parties du corps humain. On trouve sur les figures 
2.2, 2.3 et dans les tableaux qui correspondent à ces figures un cer- 
tain nombre de données concernant les dimensions (Tableau 2.1) et la 


Fig. 2.2 Fig. 2.3 


mobilité (Tableau 2.2) du corps, obtenues par le dépouillement sta- 
tistique des mensurations anthropologiques d'un groupe représenta- 
tif d'hommes adultes. 

Les données contenues dans les Tableaux 2.1 et 2.2 permettent 
de dégager les rapports géométriques quantitatifs principaux qui ca- 
ractérisent le degré d’anthropomorphisme d'une structure. S’il s’agit 
d’un BM considéré comme analogue approximatif du bras humain, 
les paramètres les plus significatifs sont D, E, F (Tableau 2.1). 
D'après les données des tableaux 

F 


D 
Eté Er 
les grandeurs citées ne présentant que des variations fort insignifian- 
tes : 


= 0,142, (1.1) 


1,08< DIES 1,20, 0,138< F/ (D + E + F)< 0,144. (1.2 
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Tableau 2.1 
Val terv. 
Repas Dimension moyenne, | confins de 
cm 909% * 
Largeur des épaules hors tout 45,5 | 41,9 à 49,3 
res des epaules entre centres des arti- | 36,3 | 33,5 à 39,1 
culations 


Du dessus de l'épaule au centre de l'arti- | 33,0 | 31,0 à 35,0 
culation du coude 
Du centre de l'articulation de l'épaule au 28,7 26,2 à 31,2 
centre de l'articulation du coude 
Du centre de l'articulation du coude au 25,1 24,4 à 25,9 
centre de l'articulation du poignet 
Du centre de l'articulation du poignet au 8,9 8,1 à 9,6 
centre de préhension de la main 


A 
B 
C 
D 
E 
F 
G De la vertèbre cervicale audessus de 6,6 6,3 à 6,9 
l'épaule 
H De la vertèbre cervicale au centre de l'arti- 40,7 9,7 à 11,7 
culation de l'épaule 
I Tour du bras 27,7 24,7 à 30,7 
J Tour de l’avant-bras 26,7 24,2 à 29,2 
K ee la us au centre de l'articulation de | 30,2 | 27,9 à 32,5 
‘épaule 
L Largeur de la taille 27,2 | 23,9 à 30,5 
M Largeur des hanches 33,5 30,7 à 36,3 
N Entre les centres des articulations des hanches | 16,0 14,5 à 17,5 
P De la taille au centre de l'articulation de 17,3 15,5 à 19,0 
la hanche 
Q Du centre de l'articulation de la hanche | 43,4 | 38,6 à 48,2 
au centre de l'articulation du genou ‘ 
R Du centre de l'articulation du genou au | 40,9 | 36,8 à 45,0 
centre de l'articulation du cou-de-pied 
S Du centre de l'articulation du cou-de-pied 8,7 7,9 à 9,4 
à la semelle du pied 
T Tour de la taille 81,3 73,7 à 88,9 
U Tour des hanches 96,0 90,9 à 101,6 
4 Tour de la cuisse 43,9 | 40,4 à 47,5 
W Tour du mollet 36,6 34,0 à 39,2 
* Cet intervalle de confiance concerne 90% des hommes adultes. 
Tableau 2.2 
Articulation (fig. 2.3) Mouvement DRE R OR 
Ceinture Flexion et extension (4) 
scapulaire Rotation (B) +) 
Epaule Flexion et extension (C) 250 
Abduction et adduction (D) 199 


Rotation (E) 130 


$ 2.11 EXEMPLES D'APPLICATION 59 


Tableau 2.2 (Suite) 


e 


Articulation (fig. 2.3) Mouvement er et” den 
Coude Flexion et extension (F) 140 
Supination et pronation (G) (rotation 190 
de l’avant-bras) 
Poignet Abduction et adduction (H) 190 
Flexion et extension (7) 75 
Colonne vertébrale| Flexion dans le plan frontal (J) 80 
Flexion et extension dans le plan 100 
sagittal (X) 
Rotation (L) 70 
Hanche Flexion et extension (M) 115 
Abduction et adduction (W) 85 
Rotation (P) 75 , 
Genou Flexion (Q) 120 
Cheville et pied Flexion et extension (A) 55 
Abduction et adduction (S) 10 
Déviation en dehors et en dedans (7) 60 
Flexion et extension (U) 55 


*) Compris dans les rotations de l'épaule. 


Arrondissant les rapports (1.1) et posant F = 1, on obtient un mo- 
dèle grossier du bras: une chaîne cinématique à trois éléments dont 
les longueurs respectives exprimées en grandeurs sans dimension sont 


D =3,E = 3et F = 1, la longueur totale étant D + E + F — 7- 

Il semble étonnant que les proportions du corps varient si peu, 
alors que ses dimensions et paramètres absolus (la taille, le poids), 
au contraire, sont extrêmement variables. Il faut croire qu'il existe 
des proportions pratiquement invariables qui sont optimales dans un 
sens à préciser. Mais dans quel sens? Aussi bizarre que cela puisse 
paraître, nous n'avons pu trouver dans la littérature la réponse à 
cette question. Il y a plus: cette question ne se pose même pas. Per- 
sonne ne se demande pourquoi l'« organe de travail » principal de 
l’homme est organisé de cette façon précise, si le bras acquiert vrai- 
ment des propriétés optimales grâce à ses proportions, et quelles 
sont ces propriétés ? 

Avant l'avènement de la robotique, les questions de ce type pré- 
sentaient un intérêt purement académique et étaient éloignées des 
problèmes d'actualité de la science et de la technique. Elles se po- 
sent cependant avec insistance quand on met au point l’analogue 
technique du bras humain: un bras manipulateur anthropomorphe. 

Le cahier des charges d’un nouveau manipulateur ne précise en 
règle générale que la longueur totale du « bras », qui définit les di- 
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mensions de son espace de travail, de la zone de service. Par contre, 
le choix de l'architecture, des proportions est laissé au concepteur. 
Comment choisir la solution optimale ? A présent cette question n'est 
plus spéculative ou théorique mais parfaitement pratique. C’est la 
théorie des robots qui doit donner la réponse à cette question (entre 
tant d’autres). En le faisant, elle pourra résoudre « par la même oc- 
casion » l’« énigme » de la répétitivité stable des mêmes proportions 
dans l’infinité des « constructions vivantes ». Nous estimons qu'on 
a de sérieuses chances de réussir en appliquant aux systèmes vivants 


Fig. 2.4 


les mêmes notions de propriétés intrinsèques que nous utilisons dans 
ce livre pour évaluer les qualités des BM des robots. Les résultats 
décrits aux $$ 5.3 et 7.5 témoignent en faveur de ces principes. 

Les trente-sept degrés de liberté représentés sur la figure 2.3 
ne donnent qu'une idée approximative de la mobilité réelle du corps 
humain. En parlant de l’anthropomorphisme d’un système techni- 
que, on doit se rendre compte que toute tentative de reproduire arti- 
ficiellement la structure étonamment complexe du corps humain et 
la coordination parfaite des mouvements effectués par toutes les 
parties du corps est nécessairement limitée. 

Les télémanipulateurs à poste fixe, c’est-à-dire dont les méca- 
nismes maître et esclave (indépendamment de leur schéma et réali- 
sation pratique) présentent des points de référence immobiles, ont 
tous un inconvénient grave : leur espace de travail, ou zone de ser- 
vice, est limité par le volume défini par les dimensions et l’architec- 
ture des bras esclaves. 

Les manipulateurs mobiles, ou téléopérateurs, dont les effecteurs 
sont montés sur un châssis mobile, possèdent des facultés beaucoup 
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plus riches. On voit fig. 2.4 un système de ce type : c’est le manipula- 
teur « Mascot » de fabrication italienne [79]. 

Tous les mouvements de cette machine sont commandés par un 
seul opérateur. Son poste de commande, en plus des deux bras maî- 
tres, est doté de pédales qui permettent au chariot de se déplacer vers 
l'avant, vers l'arrière, de rouler à droite ou à gauche à l’intérieur du 
local au gré de l’opérateur. La reproduction par un dispositif unique 
des mouvements tant régionaux (les bras mécaniques) que globaux 
(le chariot roulant) amplifie considérablement non seulement le 
volume de mouvement du système mais aussi sa versatilité et son 
adaptabilité. 

L'intérêt de cet exemple ne tient pas seulement au fait qu'ils’agit 
de l’une des premières constructions de robots mobiles. Nous abor- 
derons, à l’aide de cet exemple, une question d'importance capitale 
liée aux principes de construction des systèmes de commande manuel- 
le des unités robotiques. 

Dans les exemples cités au $ 1.2 ont figuré les systèmes de com- 
mande manuelle de machines robotiques de deux types. Certains 
systèmes utilisent comme signaux d'entrée les mouvements de la 
main de l'opérateur, qui gouvernent à la fois les mouvements des 
parties mobiles de la partie « maître » et de la partie « esclave ». 
Dans d'autres, par exemples dans les systèmes exosquelettaux, le 
mouvement de chaque partie mobile de l'extrémité de l'opérateur 
humain est transformé en mouvement de la partie homologue de 
l'extrémité de la machine. Cependant, dans le premier cas comme 
dans l’autre, toute variation de la position de la poignée de commande 
(ou de la partie mobile de l'extrémité) entraîne une variation cer- 
respondante de la position de la partie « esclave » du système. Il 
est d'usage d'appeler une telle commande asservissement en position: 
c'est le cas des bras mécaniques de « Mascot ». 

On utilise également, dans les unités robotiques, l'asservissement 
en vitesse (ou astatique) : dans ce cas la variation de la position de l'or- 
gane de commande (bouton-poussoir, commutateur, levier, poignée, 
manette) se traduit par une variation de la vitesse (et non de la posi- 
tion) de la partie « esclave ». L’asservissement en vitesse peut être 
organisé de différentes façons. Parfois l'organe de commande est à 
deux positions: aux états « marche » et « arrêt » de cet organe cor- 
respondent respectivement l’état de marche à une vitesse constante 
déterminée et l’état d’arrêt de la partie commandée du système. Un 
organe de commande à trois positions permet non seulement la mar- 
che et l'arrêt mais aussi le renversement de marche (la marche arriè- 
re). Un organe de commande à variation continue de la position 
permet de faire varier de façon continue la vitesse de marche dans 
un sens unique ou dans les deux sens. 

S'il s’agit d’un engin de levage, de terrassement, etc., on prévoit 
souvent un organe de commande particulier pour chaque degré de 
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liberté isolé. En robotique, on fait un large usage des organes de 
commande appelés syntaxeurs : ce sont des poignées à plusieurs degrés 
de liberté qui permettent de commander le mouvement suivant 
tous leurs axes mobiles. 

Le manipulateur mobile « Mascot » est probablement un des 
premiers dispositifs robotiques où les bras sont asservis en position 
et le chariot en vitesse. 

La commande en position peut très simplement être rendue ré- 
versible (la partie esclave devenant maître). Cette propriété permet 
de réaliser le « retour d’effort », c'est-à-dire la perception de l'effort 
développé sur la pince par la main de l'opérateur. Il va de soi que 
la valeur du gain de ce système est strictement limitée. Quant à 
la commande en vitesse, elle n’impose pas de restrictions particuliè- 
res au gain de l’ensemble ; par contre, le « retour sensitif » ne peut 
pas être réalisé de façon directe mais nécessite un asservissement 
spécifique. | 

Les systèmes de commande en position et en vitesse où les signaux 
de commande sont liés aux mouvements d’un organe de commande 
(en code de mouvements) sont utilisés souvent et depuis longtemps 
dans les machines et automates les plus variés. 

Pour évaluer les qualités relatives des différents systèmes de 
commande manuelle, on emploie souvent le terme mnémonicité, 
qui n’est pas défini d’une façon rigoureuse. En parlant des ensembles 
robotisés, les qualités mnémoniques du système de commande ma- 
nuelle sont celles qui, pendant le processus de la commande, assu- 
rent la bonne adaptation des propriétés géométriques des deux espa- 
ces de travail: celui de la main de l'opérateur et celui de la pince 
du manipulateur. Le confort de l’opérateur est fonction du degré 
d'adaptation de ces deux espaces; plus l'adaptation est bonne, plus 
la mnémonicité du système de commande est élevée. Il est évident 
que la commande manuelle en position a une mnémonicité plus 
grande que la commande en vitesse. 

La mnémonicité n’est pas la seule propriété du système, qui 
définit sa gouvernabilité (voir la définition plus haut). Cette dernière 
dépend non seulement des propriétés géométriques mais aussi d’au- 
tres propriétés du système qui se manifestent pendant son mouve- 
ment, en particulier de ses propriétés de dissipation et d'oscillation. 
Un peu plus tard, au $ 2.4, nous reviendrons à la question de gouver- 
nabilité des systèmes à commande manuelle et à l'établissement des 
estimations quantitatives de cette propriété importante. 

Depuis quelques années, on utilise assez souvent des BM simples 
à commande manuelle pour faciliter les travaux pénibles en cons- 
truction mécanique, en particulier les travaux de manutention des 
pièces pesant quelques dizaines ou centaines de kilogrammes qu'il 
s’agit d'installer sur une machine en vue de leur usinage, etc., de 
même que pour mécaniser les travaux d'assemblage et autres.’ 
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A titre d'exemple, on montre fig. 2.5 le manipulateur Y-MAN 
de la société japonaise MOTODA. Ce modèle précis (MY-100) a une 
capacité de levage de 100 kg. Comme les autres modèles de la gamme, 
conçus pour lever des charges de 180 et de 250 kg, il est commandé 
par un levier situé sur l'organe terminal, qui permet un changement 
rapide des différentes pinces spécialisées. La machine est dotée d’un 


Fig. 2.5 


système de commande en vitesse. Pour faire monter la charge, on 
incline le levier dans le sens inverse des aiguilles d’une montre, et 
pour le faire descendre, dans le sens direct. Plus l'écart du levier 
est fort, plus la vitesse de montée ou de descente de la charge est 
grande. Quand on abandonne le levier, il revient au point neutre: 
le manipulateur s'arrête en immobilisant automatiquement la 
charge. Le support du bras (la colonne verticale et l'embase en croix) 
est monté sur roulettes et peut être immobilisé en position au moyen 
de vis d'arrêt. Le manipulateur proprement dit, c'est-à-dire le 
bras mécanique, pivote aisément autour de l’axe vertical (donc dans 
le plan horizontal): on peut amener sans effort la charge en un point 
quelconque de l’espace de travail. La machine comprend des dis- 
positifs qui s'opposent à la surcharge, au basculement et à la chute 
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du Ss en cas de coupure ou d’une panne du système de com- 
mande, 
La machine est actionnée par un moteur électrique de 3 kW à 
courant alternatif qui commence à tourner automatiquement chaque 
fois que l'effort exercé par l'opérateur sur le levier de commande com- 
prend une composante verticale. Les manipulateurs de ce type 


Fig. 2.6 


sont quelquefois appelés antigravitationnels: d’ailleurs la lettre YŸ 
figurant dans le nom de la machine indique que la manipulation 
est réalisée en direction verticale (axe ŸY). 

La figure 2.6 montre le chargement de la pièce sur la machine- 
outil à l’aide du manipulateur Y-MAN. Il faut croire que les « am- 
plificateurs musculaires » de ce type vont se généraliser beaucoup, 
en raison de leur simplicité et de la facilité de commande. 


$ 2.2. Exemples d’application (suite) 


L'océan mondial couvre plus de 70 % de la superficie du globe 
terrestre et contient 14,5 milliard de km* d’eau. Ses richesses sont 
immenses. La pêche annuelle théorique du poisson s'élève à quelque 
80 millions de tonnes, une quantité qui satisfait complètement les 
besoins de l'humanité en protéines. Les affleurements des minerais 


$ 2.2] EXEMPLES D'APPLICATION (SUITE) 65 


sur le fond océanique (les nodules) sont capables de satisfaire les 
besoins de notre planète en aluminium, cuivre, cobalt durant quel- 
ques millénaires encore. L'océan barre à l’homme la route vers de 
nouvelles réserves gigantesques de pétrole. Il n’est pas étonnant 
que, depuis un quart de siècle, on construit et on utilise dans un 
grand nombre de pays des robots adaptés aux travaux d'exploration 
et d'exploitation à grande profondeur [17, 22, 121]. D'abord il 


Fig. 2.7 Fig. 2.8 


s'agissait surtout d'études océanographiques, de la collecte d'échan- 
tillons pour collections sur le fond océanique et dans les différentes 
couches d’eau. Plus tard on a commencé à construire des systèmes 
capables d'effectuer des opérations plus compliquées, liées à la mise 
en place et à la réparation de structures du génie, d'installations, 
d'équipements. 

La télémanipulation sous-marine est assez semblable au travail 
de l'opérateur dans les laboratoires et sur les installations nucléaires. 
Cependant, si dans un cas les objets manipulés dangereux pour l’hom- 
me sont placés dans une chambre, dans l’autre les objets sont peut- 
être absolument inoffensifs mais sont séparés de l'homme par plu- 
sieurs kilomètres d’eau. Cette particularité a défini deux principes 
différents de construction d’ensembles robotisés pour le travail à 
grande profondeur que l’on voit fig. 2.7 et 2.8. 

Sur la figure 2.7 on voit un appareil habité pour grandes pro- 
fondeurs « Alvin » [16] destiné à l'exploration océanographique. En 
position de plongée il développe une vitesse d'environ 4 km/h et a 
5—0243 
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une autonomie de 40 km. L'appareil est doté d’un manipulateur à 
entraînement électromécanique et d’un système de commande manuel 
avec asservissement en vitesse (sur la photo le manipulateur est 
représenté en position de route). L'appareil habité assure la pré- 
sence de l’homme dans la zone de travail. L'opérateur qui se trouve 
à l’intérieur du submersible voit la topographie du fond, les objets 
manipulés, peut distinguer leur forme et couleur naturelles, exami- 
ner une surface de grande étendue, bref mettre en valeur tous les 
avantages offerts par la proximité de l’homme de la zone de travail 
du BM. 

D'autre part, l'habitacle de l'appareil représente dans ce cas 
une structure extrêmement complexe. Il doit être muni d’appareils 
et d'équipements spéciaux garantissant la sécurité et les conditions 
de travail normales de l'équipage à grande profondeur. Même si 
toutes les conditions exigées sont satisfaites, le temps de fonctionne- 
ment continu de l'appareil est nécessairement limité, vu l’impossi- 
bilité de faire la relève des membres de l’équipage. 

La figure 2.8 montre un manipulateur sous-marin RUM com- 
mandé à distance ; son bras de 4 mètres de long peut supporter une 
charge de 40 kg [16]. Cet appareil télécommandé est destiné à l’en- 
tretien et à la mise en place des stations océanographiques situées 
sur le fond (à condition que celui-ci soit suffisamment uni et dur). 
La commande est effectuée depuis le bâteau-mère auquel-l’appareil 
est lié par un câble de 8 km de long. Ce même câble, en plus de la 
transmission des impulsions de commande électrique et des images 
télévisées, est employé pour assurer l’alimentation électrique des 
moteurs de l'appareil. 

Le privcipe de la télécommande supprime les difficultés liées à 
la création des conditions de séjour normales de l'équipage, à la 
relève de ses membres, à toutes les conditions extrémales dans les- 
quelles l'équipage d’un submersible est obligé de vivre. En même 
temps sont perdus les avantages assurés par la présence de l’homme 
sur le site. Surgissent en même temps des problèmes techniques 
sérieux liés à la transmission des impulsions de commande, des 
images télévisées et de l'énergie électrique à plusieurs kilomètres. 

Nous voyons que les appareils habité et télécommandé pour la 
plongée à grande profondeur, qui illustrent les deux principes de 
construction d’'ensembles pareils, présentent chacun ses propres 
avantages et inconvénients qui déterminent des domaines d’appli- 
cation différents. Il convient de souligner toutefois que ce sont les 
appareils habités, avec leur richesse fonctionnelle remarquable, qui 
se trouvent au premier plan depuis quelques années. 

Les recherches et les travaux dans l’espace sont un autre domaine 
D ppieeton important des ensembles robotisés du type maître- 
esclave. 

Les télémanipulateurs peuvent s'avérer utiles quand on est 
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obligé à effectuer des travaux quelconques en dehors de l'enceinte 
étanche du vaisseau spatial ou de la station orbitale: mettre en 
orbite des satellites ou réparer sur leur orbite les satellites en vue 
de remplacer leurs différents modules (appareils, instruments enre- 
gistreurs, récepteurs ou transmetteurs) défaillants ou périmés. Dans 
l'avenir, ils pourront être mis en œuvre pour assembler en orbite 


Fig. 2.9 


de gros ouvrages tels que plates-formes spatiales, antennes géantes 
de radiotélescopes, centrales solaires, etc. *). 

L'’exécution de ces opérations, ainsi que d’opérations analogues à 
celles-ci, nécessite des BM appropriés, dont la construction devra 
tenir compte tant des particularités spécifiques des tâches imposées 
que des conditions particulières dans lesquelles ces tâches seront 
exécutées. 

Nous allons examiner très brièvement un projet de manipulateur 
créé aux Etats-Unis: il s’agit d'un télémanipulateur qui sera monté 
sur les appareils spatiaux pilotés et sera capable de déplacer et 
d'orienter certains objets dans l’espace, d’immobiliser l'appareil 
en position par rapport à d’autres objets, bref d'exécuter les tâches 
citées précédemment dans un volume assez complet. 

Le bras manipulateur anthropomorphe à quatre éléments possède 
six degrés de mobilité. Sur la figure 2.9 il est représenté à l'état 
dre on y voit aussi les chiffres qui caractérisent sa géo- 
métrie. 

L'opérateur observe les mouvements du manipulateur soit à 
travers les hublots de l'habitacle, soit à l’aide d’une caméra de TV. 


*) Levantovski V. I. Précis élémentaire de mécanique du vol spatial. 3° édi- 
tion. Moscou, Naouka, 1980 (en russe). 


5* 


68 BRAS BLANIPULATEURS À COMMANDE MANUELLE (CH. 2 


Sur le pupitre de commande sont prévus des écrans de visualisation 
et les organes de commutation correspondants. Des sources de lu- 
mière doivent être montées à proximité immédiate des caméras pour 
éclairer la zone de travail du manipulateur. 

Les éléments mobiles des manipulateurs sont dotés d’actionneurs 
électromécaniques sans autofreinage, de telle sorte que si la pince 
rencontre un obstacle, le manipulateur commence à se déplacer en 
sens inverse en évitant la panne mécanique. L'opérateur pilote le 
manipulateur à l’aide de deux syntaxeurs dont chacun commande 
trois axes: le syntaxeur de gauche se déplace en translation et com- 
mande les mouvements de translation de l’effecteur, tandis que le 
syntaxeur de droite est libre en rotation autour des trois axes et 
commande les rotations de l'effecteur. Ainsi donc, les mouvements 
des syntaxeurs se traduisent par des mouvements homologues de la 
pince. La vitesse du mouvement de la pince reste proportionnelle à 
l'angle d’écart du syntaxeur : c’est le système de commande habituel 
avec asservissement en vitesse. Son trait particulier réside cepen- 
dant dans le fait que les signaux de commande définissent immédia- 
tement la vitesse de la pince et non pas celle des parties mobiles du 
manipulateur dont les mouvements individuels composent le mouve- 
ment résultant de la pince. Le caractère analogue des mouvements 
du syntaxeur et de la pince, ou la mnémonicité du système de com- 
mande, est assuré par l'ordinateur qui gère les signaux issus des 
syntaxeurs et traversant des interfaces multiples prévues entre l’or- 
dinateur, le pupitre de commande, les récepteurs TV et les mani- 
pulateurs. Les mouvements de la pince commandés par l’opérateur 
sont donc construits suivant les algorithmes mémorisés par l’ordi- 
nateur (9, 113]. 

Un tel mode de fonctionnement « semi-automatique » du bras 
manipulateur n'est pas unique. Il peut aussi fonctionner en-modé 
purement automatique à partir des programmes de déplacement 
de la pince établis à l” avance, introduits dans la mémoire de l’ordi- 
nateur et déclenchés à partir du pupitre. Enfin, pour pallier une 
défaillance éventuelle de l'ordinateur, on prévoit un mode de com- 
mande traditionnel (manuel) de la pince, l'opérateur pilotant directe- 
ment chacune des parties mobiles du manipulateur. 

Nous voyons que les exigences accrues vis-à-vis de la fonctionna- 
lité du BM et les particularités de son utilisation dans les conditions 
extrémales nécessitent une efficacité accrue de la part des systèmes 
de commande, assurée par l'emploi de l’ordinateur. Des études in- 
tenses en matière de moyens, méthodes et algorithmes de commande 
nouveaux sont poursuivies depuis quelques années [10, 19, 81]. 

La télémanipulation spatiale, surtout dans les conditions de 
non-pesanteur, définit des particularités importantes tant au niveau 
de l'architecture du BM que des méthodes et algorithmes de com- 
mande du BM. Le manipulateur peut manier les objets dont la 
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masse est plusieurs centaines, de fois supérieure à à la sienne propre. 
Il fait penser plutôt à une canne à pêche qu’ à un manipulateur 
« terrestre » traditionnel. 

La non-pesanteur conduit à un autre effet curieux. Dans l’espace, 
on ne peut jamais « soulever » ou « poser» un objet: le contact 
entre deux objets quelconques ne peut être assuré qu’en les pres- 
sant ensemble. On doit donc pouvoir enregistrer les efforts de con- 
tact et les doser. La manipulation devient alors un processus dyna- 
mique comportant des « chocs dosés » entre les objets manipulés 
19]. Dans ce cas le manipulateur et l’objet manipulé forment en- 
semble un système oscillant à basse fréquence, tout à fait inhabituel 
en comparaison avec les manipulateurs terrestres, sans parler déjà 
des masses manipulables énormes. 

Tout ce qui précède met en évidence une fois de plus l'importance 
des moyens susceptibles d'améliorer l'efficacité des systèmes variés 
de commande manuelle, ainsi que la nécessité de créer des méthodes 
et procédés d’évaluation objective de leurs qualités. 


$ 2.3. Commande bioélectrique 


Chaque mouvement d’un organisme vivant est précédé et ac- 
compagné par une variation des biocourants des muscles intéressés. 
On le voit bien sur la figure 2.10 où sont superposés le mécanogramme 


LATIIT 


Fig. 2.10 


du mouvement de flexion du poignet et le myogramme du biocou- 
rant du fléchisseur du poignet. Un signal lumineux sert d’instruc- 
tion de commencer le mouvement. 

Par conséquent, les mouvements de l'homme ne sont pas la 
seule source possible des signaux de commande dans les systèmes 
biotechniques. Par exemple, si l’on pouvait appliquer les ordres 
émanant du système nerveux central directement aux organes de 
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commande d'un dispositif technique, on disposerait d’un système 
de commande bioélectrique directe (en code bioélectrique), sans 
transcodage. Or, l’absence des moyens efficaces permettant de saisir 
l'information nécessaire directement sur le système nerveux central, 
de même que l'insuffisance de nos connaissances des relations exis- 
tant entre une activité quelconque de l’homme et l'état des bio- 
potentiels de son système nerveux central, ne nous permettent pas 
encore d'utiliser directement ces signaux pour la commande. 


Fig. 2.11 


Les systèmes existants de commande bioélectrique utilisent des 
moyens indirects d'acquisition de l’information de commande, basés 
sur les méthodes d’électromyographie. Ils consistent à prélever et 
à traiter l'excitation bioélectrique des muscles, consécutive à l’arri- 
vée des signaux envoyés par le système nerveux central. On a ainsi 
la possibilité de capter les signaux de commande sans rapport avec 
les mouvements que ces derniers engendrent ou non. 

Pour prélever les biocourants, on se sert d’électrodes dites appli- 
quées que l’on dispose sur la peau au droit du muscle contrôlé aux 
fins de la commande. Les électromyogrammes obtenus à l’aide de 
ces électrodes reflètent l'excitation totale d’un grand nombre de 
fibres musculaires dont ils enregistrent les variations simultanées 
des potentiels, ce qui explique un niveau de bruit extrêmement 
élevé. D'autre part, on a montré, à la suite d’un grand nombre d'étu- 
des myographiques, que la dépendance entre l'effort musculaire 
total et la puissance des biopotentiels peut être considérée (dans 
certaines limites) comme linéaire. C'est précisément la proportion- 
ualité présumée directe entre la puissance des variations des bio- 
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potentiels des muscles et l’effet intégral de leur contraction qui a 
été mise à la base des premiers systèmes de biocommande et qui 
reste largement utilisée à l’heure actuelle. 

On voit fig. 2.11 l’oscillogramme des biocourants prélevés sur 
le fléchisseur superficiel des doigts en fonction de ses états de tension 
différents. On remarque dans la partie inférieure de la photo une 
suite d’impulsions discrètes modu- 
lées en fréquence, qui représente 
la tension à la sortie du bloc de 
transformation de l'information: 
elle est sensiblement proportion- 
nelle à la valeur instantanée de la 
puissance des biocourants. De tel- 
les suites d’impulsions sont utilisées 
comme « programme » de commande 
des mouvements des éléments de 
la main artificielle agissant à l'unis- 
son de la flexion des doigts de 
la main humaine (plus exactement 
à l’unisson des tensions des muscles 
correspondants, qui peuvent pro- 
voquer ou non le mouvement réel 
des doigts). C'est ainsi qu’une 
personne amputée par exemple de 
la main peut commander un dispo- 
sitif technique, en particulier une 
prothèse, en usant de ses habitudes 
de commande acquises: il suffit Fig. 2.12 
de prélever et de traiter convena- 
blement l'information sur les ordres venant du système nerveux 
central aux muscles correspondants (53, 68]. 

Un des premiers systèmes à commande bioélectrique fut le 
télémanipulateur à biocourants (fig. 2.12) mis au point en Union 
Soviétique en 1958 [53]. Faisant office d’« amplificateur musculaire », 
ce télémanipulateur pouvait augmenter considérablement l'effort 
de préhension en comparaison avec l'effort développé par l’homme; 
il comportait un bloc de réglage du gain. Pendant une année il fut 
exposé sur un stand de l'Exposition des réalisations de l’économie 
nationale à Moscou où chaque visiteur pouvait l’actionner. Une 
grande expérience fut accumulée ainsi sur le plan de l’entraînement 
des opérateurs, de la fiabilité et de la longévité des différents en- 
sembles du système. 

Sans nous arrêter sur les nombreuses recherches théoriques et 
réalisations expérimentales tant soviétiques qu'étrangères dans le 
domaine de la commande bioélectrique, indiquons simplement que 
la prothèse myoélectrique est toujours restée au centre des préoccu- 
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pations des chercheurs en commande bioélectrique. Les recherches 
correspondantes ont pris un nouvel essor après que les premières 
prothèses d’avant-bras à commande bioélectrique ont été mises au 
point et distribuées aux handicapés en Union Soviétique. 

On poursuit par ailleurs des études qui visent à améliorer l’ef- 
ficacité et à étendre les possibilités et, partant, les domaines d'appli- 
cation du nouveau procédé de commande. 

1. Un des problèmes fondamentaux de la commande bioélectri- 
que est la mise au point des nouveaux procédés et méthodes de pré- 
lèvement du biosignal, en particulier la création d’électrodes, c’est-à- 
dire des éléments du système dont la fonction consiste à relier la 
source des signaux — le tissu vivant — aux unités électroniques 
qui les transforment en signaux de commande {8, 98]. On distingue 
les électrodes appliquées, plantées et implantées. 

Les électrodes appliquées (de surface) sont apposées, comme nous 
l’avons déjà dit, sur la surface du corps et sont, de ce fait, séparées 
de la source des signaux (muscle) par les tissus intermédiaires et la 
peau, ce qui définit leurs qualités sélectives relativement basses. 
Une contrainte grave imposée par les électrodes de surface est qu'el- 
les ne peuvent utiliser comme source d'activité bioélectrique qu’un 
nombre limité de muscles situés près de la surface du corps et capa- 
bles de générer un signal suffisamment puissant. 

Les électrodes plantées sont des aiguilles ou des morceaux de fil 
métallique transperçant la peau et fixés directement dans le muscle. 
On s’en sert en électromyographie clinique, ainsi que pour les re- 
cherches en anatomie et — plus récemment — dans les études liées 
aux problèmes de la commande bioélectrique. Ces électrodes, dont 
l'épaisseur varie entre 0,03 et 0,1 mm, permettent de prélever un 
signal bioélectrique généré par une portion restreinte du tissu muscu- 
laire ; le sujet n'éprouve aucune sensation désagréable en dehors de 
celle qui provient de la piqüre initiale. Les électrodes peuvent rester 
plantées et servir de capteurs de signaux bioélectriques durant des 
jours entiers, voire des semaines. Cependant leur fragilité, ainsi 
que la possibilité de leur mise hors d'état ou cassure s'opposent 
encore à leur utilisation prolongée dans les systèmes de commande 
bioélectrique. 

L'’électrode implantée est mise en place par voie chirurgicale; 
elle fonctionne de façon autonome ou possède une liaison sans fil 
avec le récepteur extérieur des biosignaux. Comme exemple d'en- 
semble autonome, on peut citer le cardiostimulateur ou pace-maker 
qui impose au muscle cardiaque un rythme de contraction déter- 
miné. 

Les électrodes implantées, au même titre que les électrodes plan- 
tées dans la peau, peuvent être installées directement sur la portion 
désirée du muscle choisi. L'absence des fils de liaison permet d'’évi- 
ter les détériorations et les cassures. Ces avantages ont déterminé 
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l'ampleur des recherches relatives aux méthodes et techniques d'uti- 
lisation des électrodes implantées [32, 109]. 

2. Un autre problème important lié aux systèmes de commande 
bioélectrique est l’élévation de leur fonctionnalité [2, 13, 35, 98]. 
Il s'agit de la possibilité d’utiliser plusieurs muscles à la fois aux 
fins de la commande. Une méthode évidente consiste à utiliser 
chaque muscle (plus exactement son signal bioélectrique) de façon 
autonome, sans rapport avec les autres muscles. Le nombre de 
mouvements asservis est alors exactement égal au nombre des 
muscles utilisés pour la commande. D'autres systèmes de commande, 
plus complexes et prévoyant une commande combinée, sont en cours 
d'étude. On arrive par exemple à commander seize mouvements 
différents en utilisant quatre muscles seulement, à condition bien 
sûr que ces mouvements ne soient pas simultanés. 

Quand il s’agit de l’utilisation simultanée de plusieurs biosignaux 
prélevés sur plusieurs muscles, on doit savoir « discriminer » avec 
certitude de tels signaux complexes, afin d’en dégager les informa- 
tions de commande. On est alors amené à considérer l’ensemble des 
signaux prélevés comme une image bioélectrique du mouvement 
réalisé. En faisant correspondre telle ou telle image à tel ou tel 
mouvement et en résolvant ainsi le problème de la reconnaissance, 
on peut passer à l’utilisation des résultats de la reconnaissance aux 
fins de.la commande [98]. 

Nous avons déjà dit que dans le cas des électrodes de surface la 
puissance du signal bioélectrique est son seul paramètre utile. Le 
développement des techniques prévoyant l’usage des électrodes 
plantées ou implantées permet d’entreprendre quelques tentatives 
d'utiliser pour la commande d’autres paramètres du signal. 

3. Un système de commande bioélectrique, comme les autres sys- 
tèmes biotechniques, fonctionne en chaîne ouverte vis-à-vis de 
l'effort de préhension, à moins d’être doté d’un équipement sensoriel. 
En réalité l’opérateur humain effectuant la commande réalise une 
rétro-action visuelle, observe le mouvement et la position de l'ef- 
fecteur et son interaction avec tel ou tel objet et, en accord avec les 
résultats observés et ses propres intensions, tend à régler le niveau 
d’excitation des muscles et, partant, les paramètres des signaux de 
commande. Dans d'autres cas les signaux de rétro-action peuvent 
être fournis par les bruits d'intensité variable qui résultent de l'in- 
teraction entre l’homme et le dispositif technique. 

Ainsi donc, la chaîne du système biotechnique se trouve parfois 
bouclée grâce aux voies de rétro-action naturelle telles que la vue 
et l’ouïe. Nous avons déjà dit qu’en rendant les systèmes bio- 
techniques réversibles, on peut mettre en œuÿre une autre voie 
de rétro-action naturelle (utilisant les capteurs proprioceptifs) et 
réaliser le « retour d'effort » au niveau de l'effort de préhension. 
Cependant les systèmes bioélectriques fonctionnant en code bio- 
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électrique se distinguent considérablement sous ce rapport des systè- 
mes réversibles de commande manuelle considérés plus haut qui 
utilisent un code de mouvement naturel. Un bon exemple est la 
prothèse myoélectrique. La personne amputée de la main, en com- 
mandant sa prothèse d’avant-bras à commande bioélectrique, ne 
peut doser les efforts développés par la main artificielle pendant les 
mouvements de travail, ou dans la vie de tous les jours, que d’une 
façon très grossière. Même si l’actionneur du préhenseur était ré- 
versible, la boucle de réaction serait interrompue par l'interface 
réalisant le prélèvement et la trans- 
formation des signaux bioélectriques 
{conversion du code bioélectrique 
en code des mouvements de la 
partie mécanique du système). 

C'est la raison pour laquelle les 
études des prothèses myoélectri- 
ques prévoient depuis quelques 
années la mise au point des unités 
de liaison comportant des capteurs 
spéciaux qui, fonctionnant en mode 
automatique, relient l’homme et 
le dispositif technique par une voie 
d'information supplémentaire (97, 
89, 99, 101]. Dans ces études, on 

Fig. 2.13 concentre l'attention sur les para- 

mètres du processus à commander 

qui justifient l'établissement des boucles de réaction et l’on choisit 

les moyens les plus efficaces de transmission de l'information à 
l'organisme vivant. 

Sans nous arrêter sur les variantes possibles de réalisation de 
tels systèmes, citons à titre d'exemple (voir [97]) un système où le 
paramètre commandé est la force développée par la pince et où l’opé- 
rateur perçoit l’information afférente sous forme de vibrations res- 
senties au niveau de la peau. Les « doigts » de la pince sont dotés 
de capteurs qui transforment l'effort de pression en un train d’im- 
pulsions d'amplitude fixe et de fréquence proportionnelle (dans un 
intervalle déterminé) à la force mesurée. Un vibreur fixé sur le 
corps du sujet (par exemple sur le moignon de l'amputé de l’avant- 
bras) transforme les impulsions électromagnétiques en vibrations 
mécaniques du noyau appliqué sur la peau. Les expériences ont con- 
firmé que le sujet apprend vite à différencier ses sensations tactiles 
avec une précision suffisante pour la pratique. 

Il est d'usage aujourd'hui de classer les prothèses et les appareils 
orthopédiques adaptées aux extrémités de l’homme parmi les systè- 
mes de robotique. Le principe de la commande bioélectrique y est 
largement appliqué. 
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Les schémas de la figure 243 illustrent de façon symbolique les 
quatre principes d'organisation des systèmes biotechniques utilisés 
en robotique : 

1) recopie par action mécanique directe de l’opérateur sur le 
dispositif technique; 

2) asservissement en vitesse avec rétro-action visuelle ; 

3) commande programmée (automatique) minimisant le volume 
des mouvements de l'opérateur; 

4) commande bioélectrique qui ouvre de nouvelles possibilités 
en construction de systèmes homme-machine. 

Dans ce paragraphe et dans les paragraphes précédents, nous 
avons essayé de caractériser sommairement les systèmes de ce type 
en rapport avec les problèmes que les différents ensembles robotiques 
sont appelés à résoudre, afin d'établir une liaison entre leurs archi- 
tectures possibles et les technologies complexes et variées où ces 
ensembles sont utilisés. Compte tenu d’une telle approche d'ensemble, 
il est naturel de poser la question d'appréciation des qualités abso- 
lues et relatives des différents systèmes de commande manuelle. 


$ 2.4. Qualité d’un système de commande 
manuelle. Optimisation suivant deux critères 


Dans bien des cas, on arrive à caractériser la qualité d’un travail 
physique — manuel, mécanisé, partiellement automatisé — en éva- 
luant deux paramètres: sa précision et son rendement. Les normes 
de précision et les normes de temps alloué sont toujours présentes, 
sous telle ou telle forme, dans n'importe quelle tâche prescrite à 
l’homme qui intervient dans un procédé industriel, que ce soit un 
ouvrier de chantier, un ouvrier à la chaîne d'assemblage, un opérateur 
de machine-outil ou un opérateur de manipulateur. 

Les normes de production ne prescrivent généralement ni la 
structure exacte des mouvements de travail, ni la répartition du 
temps pendant l’exécution d'une opération isolée ou même pendant 
la journée de travail. Sous ce rapport elles ne répriment pas la 
personnalité humaine mais permettent de mettre en accord des per- 
sonnalités différentes, de les rendre commensurables, d'évaluer 
quantitativement les résultats du travail, de déterminer la quantité 
de travail nécessaire, d'assurer un travail collectif. 

La précision et le rendement sont deux critères clés dont on se 
sert également pour évaluer la qualité de la grande majorité des 
nouvelles machines-outils, appareils, instruments, équipements de 
production. Ainsi donc, les critères en question conviennent pour 
apprécier tant le travail de l’homme que la qualité de la machine. 
Il est logique de les appliquer aussi à l'évaluation de la qualité des 
systèmes homme-machine, des systèmes variés de commande manuel- 
le, les ensembles de robotique y compris. 
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Il faut dire que tel ou tel critère peut devenir principal ou auxi- 
liaire dans les différents genres de travail, en fonction de la tâche 
prescrite. Par exemple, chaque fois qu’il s’agit de recopier à la 
main un processus qui se développe dans le temps, l'opérateur re- 
çoit pratiquement une tâche rédigée en fonction du temps. En même 
temps la qualité de fonctionnement du système biotechnique est 
appréciée en considérant la précision d’exécution de la tâche. 

Dans d’autres cas on prescrit des normes de précision rigoureuse 
dont la non-exécution conduit à la mise au rebut des produits. La 
qualité du système biotechnique est appreciée alors en considérant 
le temps mis à effectuer les mouvements et les actions qui ont résulté 
dans la production d’un résultat de précision acceptable. 

L'étude des systèmes homme-machine dans lesquels l’opérateur 
exécute une tâche définie en fonction du temps fait l’objet d’un 
grand nombre de travaux, notamment [25]. Les méthodes et les 
résultats de ces travaux peuvent offrir un certain intérêt en établis- 
sant les évaluations de la qualité des télémanipulateurs, par exemple 
vis-à-vis de l'exécution des tâches de caractère dynamique. 

Dans un autre groupe de travaux, la tâche du système de com- 
mande manuelle est une fonction des coordonnées du système. Le 
mode de travail est choisi par l’opérateur lui-même; le chercheur 
établit la liaison entre la complexité de la tâche et le temps d'exé- 
cution. Nombre d’études de ce genre utilisent les résultats de [25]. 
P.M. Fitts, l’auteur de ces travaux, a examiné un problème de 
mouvement de positionnement précis à une dimension, réalisé à 
la main. Il a trouvé une relation empirique entre la précision et le 
temps d'exécution d’une opération. La loi de Fitts définit la mesure 
informationnelle de difficulté d’exécution de la tâche assignée et 
s'écrit généralement sous la forme 


I4=ln 


? 


où Z, est une grandeur mesurée en bits et appelée par Fitts indice de 
difficulté, A l'amplitude du mouvement (distance du point initial 
au but) et D le diamètre du but. 

Les expériences ont montré que le temps d'exécution d’une. telle 
opération est en moyenne directement proportionnel à son indice 
de difficulté. Plus tard on a proposé d'étendre ces résultats au 
travail de l’opérateur qui commande le BM. On a pu alors évaluer 
la qualité des systèmes de commande manuelle en comparant les 
temps d'exécution de l'opération à la main et à l’aide du BM. 

Considérons par exemple un problème de ce type, qui consiste à 
saisir un arbre au point O et à l’introduire dans un orifice se trouvant 
à la distance À de O (fig. 2.14 a). L’indice de difficulté est alors 


(4.1) 


$ 2.4] QUALITÉ D'UN SYSTÈME DE COMMANDE MANUELLE 77 


On voit fig. 2.14 b les résultats d'exécution expérimentale de cette 
tâche à la main (droite Z) et à l’aide de deux manipulateurs diffé- 
rents (droites 2 et 3). La différence énorme des temps d'exécution 
saute aux yeux. 

Nombre d’études expérimentales analogues, basées sur la com- 
paraison des temps d'exécution des opérations de toute sorte à la 
main et à l’aide de BM de différentes constructions, au laboratoire 


T,S 


Fig. 2.14 


ou en exploitation pratique, ont été effectuées au cours des dernières 
années (87, 102] et ont donné beaucoup de résultats intéressants. 
Elles portent cependant l'empreinte des restrictions consécutives à 
la méthodologie utilisée en vertu de laquelle les deux critères prin- 
cipaux — le temps et la précision d'exécution — s'avèrent « de 
force inégale ». Il est essentiel de surcroît que la loi de Fitts n’établit 
KR dépendance linéaire (4.1) que pour le problème partiel de position- 
nement à une dimension. Sa validité pour des mouvements plus 
complexes reste à démontrer. 

Tout cela montre que le problème d'évaluation de la qualité 
des BM à commande manuelle est loin d'être résolu à l’heure actuelle. 
D'autre part, les résultats obtenus dans les travaux cités, ainsi que 
dans d’autres études, laissent voir l’intérêt pratique considérable de 
ce problème, particulièrement sur le plan du perfectionnement des 
constructions des BM. 

En effet, puisque les applications forcées (imposées par les con- 
ditions extrémales de l’environnement) des BM diminuent le rende- 
ment du travail de l'opérateur de quelques dizaines de fois (comme 
l’attestent les résultats des études expérimentales) en comparaison 
avec le rendement obtenu en exécutant le même travail à la main, 
et que les pertes d’efficacité s'avèrent sensiblement différentes pour 
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les différents BM (voir fig. 2.14), il est clair que les constructions des 
BM peuvent encore être beaucoup améliorées. Pour mettre en éviden- 
ce les possibilités d'amélioration existantes, on doit disposer d’éva- 
luations objectives de la qualité. 

Dans bien des cas, on utilise avantageusement un critère com- 
plexe J de qualité d’un système biotechnique, qui intègre les deux 
critères, celui de précision et celui du temps [57]: 


J=AT, (4.2) 


où A et 7 sont les évaluations de l'exécution de la tâche proposée, 
en termes de précision et de temps respectivement *). 


Fig. 2.15 


La qualité du système biotechnique au sens où nous l’entendons 
ici dépend d’une série de facteurs : de la maîtrise, de l'entrainement 
et des conditions de travail de l'opérateur, de la complexité de la 
tâche, de même que des paramètres techniques de la machine qui 
définissent ensemble la facilité, l’aisance de sa commande, bref de 
4 Dropriate que nous avons appelée précédemment gouvernabilité 
($ 2.1). 

Le schéma de la figure 2.15 a traduit géométriquement l’emploi 
de deux critères de qualité A, T d’un système biotechnique. Suppo- 
sons que le point a caractérise un système biotechnique exécutant 
une tâche imposée: cette tâche peut consister par exemple dans le 
suivi au crayon d’une courbe tracée sur une feuille de papier. Ici 
la coordonnée À, du point a représente une caractéristique de l'erreur 
de suivi (valeur moyenne, ou valeur minimale, ou une autre valeur 
calculée par un procédé quelconque), et la coordonnée T,, le temps 


*) On trouve des résultats très détaillés des études expérimentales de la 
commande manuelle des BM utilisant les critères A et T, ainsi que le critère 
complexe (4.2), dans les thèses de candidat ès sciences techniques de L. I. Slouts- 
ki Analyse de qualité des systèmes de commande manuelle des manipulateurs 
(1972) et de V. V. Statsenko Etude des propriétés fonctionnelles du système opé- 
rateur-manipulateur en fonction du niveau de mnémonicité (1975) présentées à 
l'Institut d'étude des machines A. A. Blagonravov (Académie des Sciences de 
l'U.R.S.S., Moscou). 
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d'exécution de cette opération. Il est alors parfaitement logique 
d'annoncer que la qualité de chacun des systèmes b, c et d'est meil- 
leure que celle du système a, puisque le système b dépense moins 
de temps tout en garantissant la même précision, le système c est 
plus précis, tandis que le système d est et plus précis et plus rapide. 
Remarquons qu’on a alors pour tous les points énumérés 


Ai Ti < AT (ë =D, c, à). 


Moins justifiée semble la tentative de comparer les qualités des 
systèmes a et e, car le premier est plus rapide et le second, plus 
précis. 

Nous devrons par la suite discuter la question de la prise en comp- 
te simultanée de deux critères de qualité différents (problème d’opti- 
misation suivant deux critères, chap. 5 et 9), c’est pourquoi nous 
allons l’examiner à présent d'une façon plus détaillée. 

Dans le cas général, en comparant un grand nombre de systèmes 
pour lesquels les valeurs des deux critères de qualité Q, et @, sont 
représentées par des points sur le plan des critères, on commence 
par éliminer les points « franchement inférieurs » pour lesquels les 
valeurs de chacun des deux critères peuvent être améliorées. L'’en- 
semble des points qui restent est appelé frontière de Pareto. Toute 
tentative d'améliorer la valeur de l’un des critères pour chacun de 
ces points se solde par une dégradation de la valeur de l’autre. Sous 
ce point de vue chaque point de la frontière de Pareto (et, partant, 
chaque système correspondant) est « non améliorable » et peut donc 
être considéré comme solution du problème d'optimisation suivant 
deux critères. Pour trouver « le meilleur point » de la frontière de 
Pareto, on fait intervenir des conditions supplémentaires en asso- 
ciant à chaque point, au lieu du couple de nombres (Q,, Q.), un 
nombre unique f (Q,, Q.) appelé produit de convolution des critères 
@, et Q:. Le meilleur point est celui qui correspond à l’extrémum 
de f (Q:, Q:). Le critère complexe (4.2) est une des variétés de produit 
de convolution de ce genre. 

Comment choisir f (Q,. @,)? Si par exemple on met f (Q,, Q.) = 
= Q, ou f (Q,, Q2) = Q., cela veut dire qu’on ne tient compte que 
de l’un des critères. Le meilleur point est alors le point extrême de 
la frontière de Pareto qui optimise Q, dans le premier cas et Q, dans 
l’autre. Le but de l'optimisation suivant deux critères n’est pas 
atteint de cette manière. 

Dans certains cas on emploie le produit de convolution linéaire 
des critères de la forme 


1 = hQ: + k:5Q2. (4.3) 


Chacun des points de la frontière de Pareto peut s'avérer opti- 
mal, par le jeu des coefficients de pondération 4, et k,. En particu- 
lier, avec k, = 0 ou k, = 0 ce seront les points extrêmes de la fron- 
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tière, qui optimisent l’un ou l’autre des critères pris isolément. Un 
inconvénient du produit de convolution linéaire est la nécessité de 
justifier le choix des valeurs concrètes des coefficients de pondéra- 
tion, surtout quand les critères Q, et Q, sont de nature physique 
différente et sont exprimés en unités de dimension différentes, comme 
c'est le cas pour les critères de précision et de rapidité. Le choix de 
k, et de k, traduit l’importance relative ou le « caractère préféren- 
tiel » de l’un des critères, ce qui contredit aussi dans une certaine 
mesure le principe d'évaluation suivant deux critères. 

On a proposé dans [96] un produit de convolution de la forme 


Îf = k (Q1/Qi min — 1}° dE ke (Q2/Q2 min — 1}°, (4.4) 


qui caractérise la « distance » géométrique du point (Q,, Q.) au point 
idéal et inaccessible (Q; min: @» min). Le passage aux grandeurs 
relatives Q:/Qi min permet de négliger l'échelle de représentation, 
mais les valeurs k; traduisent comme précédemment le « caractère 
préférentiel » de l’un des critères vis-à-vis de l’autre. Le seul cas où 
les deux critères ont « même force » est k, — k,. Remarquons que 
les grandeurs normées Q;/Q; min peuvent aussi être utilisées dans le 
produit de convolution linéaire (4.3). 

Dans bien des cas le passage aux valeurs normées Q,/Q; min 
des critères de qualité amène des difficultés d'ordre méthodologique. 
Supposons que le critère (4.4) définit un point qui est « optimal » 
parmi un ensemble borné de points sur le plan des critères (par 
exemple obtenu pendant les études expérimentales). Supposons 
ensuite qué l’ensemble en question s’élargit. Il se peut alors que 
le point optimal change, non seulement parce qu’un nouveau point 
fournit le minimum de (4.4) (ce qui est parfaitement naturel), mais 
aussi dans le cas où @;, min Ou @> min changent, c'est-à-dire quand 
un point nouveau, sans être optimal au sens de (4.4), fait changer la 
condition de normalisation et, de ce fait, un autre point appartenant 
à l’ensemble initial devient optimal. En d’autres mots, l'ensemble 
de points considéré sur le plan des critères définit non-seulement le 
point optimal mais aussi la forme du critère d'optimisation (4.4). 
Cette circonstance devient particulièrement gênante quand .les 
points limites Q; min ne sont pas représentatifs du tout (par exemple, 
dans les expériences [57] sur l'évaluation de la qualité des systèmes 
biotechniques suivant les critères À et 7 ces points répondent à des 
stratégies de travail de l'opérateur humain qui contredisént sa 
tâche). 

Dans d’autres cas importants (par exemple dans les problèmes 
d'optimisation paramétrique des constructions des BM) la recherche 
des valeurs numériques de Q; min est trop fastidieuse pour qu’on 
puisse la considérer comme une étape préliminaire indispensable 
du processus d'optimisation multicritère. Le critère complexe (4.2) 
permet d'abandonner des considérations arbitraires de toute sorte 
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concernant le choix des valeurs des coefficients de pondération ou 
des conditions de normalisation. 

Revenons maintenant au problème où l'on demande à l'opéra- 
teur de suivre un contour curviligne et à l'évaluation de la qualité 
d'exécution de cette tâche suivant le critère (4.2). Dans ce cas les 
critères de précision et de rapidité sont considérés comme équiva- 
lents au point de vue de leur importance, si bien qu’on n’a pas besoin 
de choisir les coefficients de pondération, ni de normer les valeurs 
des critères indiqués. La tâche est énoncée de façon à affecter le 
moins possible le comportement naturel de l'opérateur au cours 
du travail: tâchez de suivre le contour aussi vite et aussi exactement 
que possible. 

Examinons l'évaluation de la qualité du système suivant le critè- 
re J dans les cas où l'opérateur adopte des stratégies de travail extré- 
mes, soit qu'il tâche de travailler aussi vite que possible sans se 
soucier des erreurs qui en résultent, soit qu'il essaie de suivre le 
contour d’aussi près que possible même si cela prend trop de temps. 

Ces stratégies extrêmes sont contraires au contenu de la tâche, 
sans être expressément interdites par son énoncé. On a eu des doutes 
quant à la possibilité d'utilisation du critère J pour les études bio- 
mécaniques, puisqu'il considère de telles stratégies insensées comme 
parfaitement justifiées du point de vue formel. Ces doutes se sont 
pourtant avérés dénués de fondement. Les expériences nombreuses, 
entreprises pendant des années suivant des programmes variés, ont 
montré que tout opérateur ayant suivi un stage d'apprentissage 
exécute la tâche en adoptant une stratégie rationnelle qui est opti- 
male pour lui. Pour tous les opérateurs la stratégie optimale était 
très éloignée des stratégies extrêmes. 

La méthode d'évaluation complexe de la qualité des systèmes 
biotechniques prévoit l’énoncé de la tâche sous forme d’une fonction 
des coordonnées du système, étant entendu que l'opérateur humain 
détermine lui-même le rythme à observer pendant son exécution. 
Autrement dit, parmi les processus de mouvement innombrables, 
cette méthode concentre son attention sur les processus qui sont 
liés à l'évaluation de la qualité des systèmes de commande manuelle 
arbitraire. 

Illustrons ce qui vient d’être dit au moyen de quelques exemples. 
Organisons par la pensée une expérience pendant laquelle un même 
groupe suffisamment représentatif composé de N opérateurs exécute 
des tâches ou des groupes de tâches identiques avec un maximum de 
précision et de vitesse, d’abord sur une machine, ensuite sur une 
autre. Les résultats de cette expérience peuvent être représentés 
sous la forme de deux ensembles de points (A;1, T1) et (Aus, Ti), 
dont l'un caractérise la première machine et l’autre la seconde. Géo- 
métriquement ces deux ensembles se présentent (voir fig. 2.15 b) 
comme des ensembles de points 7, 2 sur le plan (A, 7). Les valeurs 


6—0243 


82 BRAS MANIPULATEURS À COMMANDE MANUELLE IC 2 


moyennes (j = 1, 2) 


N N 
ee Î F Î 
A,=+ D Aip Ti= D Ti (4.5) 


iæi imi 


de ces ensembles (ou les coordonnées des centres des domaines cor- 

respondants sur la figure 2.15 b) définissent les caractéristiques des 

propriétés correspondantes de deux systèmes biotechniques dont 

chacun réunit un opérateur humain type et l’une des machines. 
En comparant les valeurs moyennes des grandeurs 


T=+ Dis (4.6) 


on répond en fait à la question laquelle des deux machines concur- 
rentes est en moyenne plus commode pour le travail et assure une 
meilleure qualité du travail de l’opérateur. En d’autres termes, on 
obtient la possibilité de comparer quantitativement les gouvernabili- 
tés des deux machines, en donnant par là même des évaluations 
quantitatives à une notion qui est restée jusque-là purement des- 
criptive, variable avec l’opinion personnelle de tel ou tel opérateur. 

En plus de la gouvernabilité, il convient d'utiliser, en confron- 
tant les avantages relatifs des différentes constructions de machines 
de même destination fonctionnelle, une seconde estimation sta- 
tistique : la variance de J';;, qui décrit la dispersion de la gouverna- 
bilité pour différents opérateurs. Cette quantité sera appelée sen- 
sibilité de la machine; elle permet d'évaluer le degré d'influence 
des propriétés de l’opérateur sur la qualité du système biotechnique 
dans son ensemble. 

Il est évident que les machines destinées à être pilotées par un 
grand nombre d'opérateurs (matériels grand public) doivent avoir 
une sensibilité plus basse que les machines personnalisées, réservées 
à l'usage des opérateurs spécialement formés. C’est ainsi qu’en 
évaluant les performances d’un avion civil, on apprécie beaucoup 
son insensibilité relative aux « erreurs » commises par le pilote, 
qui caractérise en fin de compte la facilité de conduite. Pour un 
avion de sport, la basse sensibilité est peu rationnelle : elle va empèé- 
cher le pilote d’élite de profiter au mieux de toutes les possibilités 
ne par l'appareil, de faire valoir toutes les réserves cachées de 
celui-ci. 

A présent faisons par la pensée une autre expérience. Soient 
un ou plusieurs groupes d'opérateurs (par exemple appartenant à 
des clubs sportifs différents) qui exécutent les mêmes tâches sur une 
même machine. Dans ce cas la même méthodologie d’étude expé- 
rimentale et les mêmes critères, partiels (4.5) et complexe (4.6), 
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permettent de juger de la maîtrise des différents opérateurs ou grou- 
pes d'opérateurs, d'apprécier la qualité de la formation d'opérateurs 
dans les différents clubs, d'établir des estimations quantitatives de 
l'efficacité des méthodes d'instruction et d'entraînement pra- 
tiquées dans ces clubs. 

D'une façon analogue, en organisant une étude expérimentale 
au cours de laquelle un groupe d'opérateurs exécute deux ou plusieurs 
tâches différentes sur une même machine, on peut obtenir une esti- 
mation quantitative du niveau de difficulté relatif de ces tâches. 
Pour qu’une telle estimation soit valable, il faut bien sûr que chacun 
des opérateurs occupés puisse travailler à son propre rythme, avec 
un maximum de précision et de rapidité comme l'exige le critère 
de qualité complexe. 

En toute rigueur, les réponses obtenues à la suite de ces expé- 
riences ont un caractère plus ou moins partiel. En effet, puisque 
toutes les tâches sont exécutées sur une même machine, on apprend 
seulement, à la fin de l’expérience, qu’une tâche s’est avérée plus 
difficile à exécuter que l’autre sur la machine donnée. D'une façon 
tout à fait analogue, l'information concernant la compétence des 
opérateurs s'avère incomplète elle aussi dans le cas où l'expérience 
est faite sur une seule machine et prévoit l’exécution d'une seule 
tâche, etc. 

La méthode exposée plus haut permet d’obtenir,des données plus 
profondes et plus détaillées, d'établir des évaluations plus exactes 
de la qualité des systèmes biotechniques homme-machine-tâche 
en organisant des expériences à une échelle plus grande. Il faut 
dire que dans la mesure où il s’agit d’un système biotechnique, on 
ne peut pas prétendre de faire des généralisations théoriques valables 
si elles dépassent tant soit peu la portée des résultats éxpérimentaux. 
Les obstacles rencontrés sont les particularités de l'organisme vivant 
qui réduisent sensiblement les possibilités des méthodes théoriques. 

Première particularité: les mouvements de l'organisme vivant 
sont conditionnés par des actions spécifiques, à savoir les forces 
musculaires. Le degré d’excitation des muscles du squelette et, par 
conséquent, les caractéristiques des actions qu’ils exercent sur les 
articulations mobiles sont variées à volonté par le sujet et ne se 
prêtent pas à une description en termes et notions de mécanique 
contemporaine. Seconde particularité: les mouvements de l'orga- 
nisme vivant sont gérés par son système nerveux central; on connaît 
encore très mal ses mécanismes d’action qui déterminent les réactions 
psychosensomotrices et le comportement de l’homme pendant le 
processus de travail. Enfin, comme nous l’avons déjà signalé, tout 
mécanisme vivant possède une mobilité exceptionnelle déterminée 
par une grande redondance motrice, qualité qui n’est propre à aucune 
machine. Les mécanismes précis permettant de surmonter cette redon- 
dance sont encore mal connus eux aussi. 
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Il va de soi que ces particularités n’épuisent pas toutes les diffé- 
rences de l’organisme vivant par rapport à la machine, mais ce sont 
ces particularités qui ont défini le développement de la biomécanique 
des processus de travail comme une science expérimentale par 
excellence, basée sur l'étude de l’activité motrice de l’homme pen- 
dant le travail, sur l'élaboration d'hypothèses relatives aux mécanis- 
mes de fonctionnement du système biotechnique correspondant, sur 
la mise au point de modèles mathématiques approchés de ces méca- 
nismes, suivie d’une vérification expérimentale et de l’amélioration 
de ces modèles. 


$ 2.5. Propriété de mnémonicité des 
télémanipulateurs 


Les méthodes décrites plus haut ont été mises à la base des études 
expérimentales pendant lesquelles on évaluait la qualité des diffé- 
rents systèmes de commande manuelle concurrents. On voit fig. 2.16 


Courbe à suivre 
Courbe réellement tracée 
Erreur | 


Résultats de l'essai 


Fig. 2.16 


un schéma fonctionnel conventionnel du banc d'essai correspondant. 
Ce banc comprend le pupitre d'opérateur avec le manche à balai 
« maître », un système effecteur et un ensemble de calcul, composé 
d’un calculateur analogique (CA) et d’un calculateur numérique 
(CN), destiné à simuler les propriétés à analyser du système de com- 
mande manuelle et à traiter les résultats des essais (le plus souvent 
en temps réel) [27, 57, 105]. 
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Quelle que soit la construetion concrète du banc, chaque essai 
proposait à l'opérateur une tâche qui consistait à suivre le contour 
d'une figure étalon plate, avec autant de vitesse et de précision que 
possible. Dans ce paragraphe nous nous bornerons à décrire les ré- 
sultats d’un seul travail expérimental effectué d'après la méthode 
indiquée : il présente un intérêt particulier pour l'étude de la mnémo- 
nicité, propriété importante des systèmes de commande numérique 
[58]. 

Nous avons déjà dit que les manipulateurs anthropomorphes se 
distinguent par une simplicité relative et le caractère naturel des 


Mañre Esclave 


Fig. 2.17 


processus de commande, grâce à leur bonne mnémonicité. On a repré- 
senté fig. 2.1 un télémanipulateur anthropomorphe dont les bras 
maîtres et esclaves ont même structure et sont géométriquement 
semblables. En dépit de tous leurs avantages, les appareils de ce 
type présentent certains inconvénients. Par exemple, pour effectuer 
les opérations de travail en certaines zones de l’espace de travail, 
l'opérateur est obligé de prendre des postures peu commodes, ce 
qui nuit à la précision et au bon rendement du travail. En outre, 
dans certaines applications l’espace de mouvement de l'opérateur 
est sensiblement restreint (à cause des conditions techniques), ce 
qui entraîne des restrictions injustifiées du volume de travail des 
bras esclaves. Toute tentative de pallier ces inconvénients en adop- 
tant un facteur d'échelle supérieur à l’unité se traduit par la dégra- 
dation du pouvoir de résolution du système opérateur-manipula- 
teur ; de plus les efforts de pilotage accrus nuisent également à l’effi- 
cacité du travail. 

L'étude expérimentale dont nous allons parler visait à examiner 
les possibilités offertes par le système de commande manuelle à 
décalage angulaire entre les bras maîtres et les bras esclaves, déca- 
lage déterminé par exemple par la position des bras esclaves 
(fig. 2.17). Un tel décalage conduit à deux résultats. D’une part, 
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on peut augmenter considérablement l'espace de travail des bras 
esclaves sans modifier celui des bras maîtres. D’autre part, le gain 
obtenu — l'accroissement de la zone de service — a un prix. Il est 
évident que plus le décalage est marqué, moins le système est gouver- 
nable, car il devient moins mnémonique. La tâche consistait juste- 
ment à vérifier cette hypothèse et à évaluer la qualité d’une telle 
« commande avec désadaptation ». 

Dans une première phase, on a procédé à une série d'essais pré- 
liminaires sur le télémanipulateur maître-esclave de la figure 2.1. 
On proposait aux opérateurs d'effectuer, 
avec autant de vitesse et de précision que 
possible, quelques simples opérations de 
transfert d'objets d'une position à une autre 
en faisant varier les décalages 60, = 0,2 — 811 
des bras maître et esclave du manipula- 
teur, où l’angle 8, varie entre 0° et 180°; le 
temps d'exécution des opérations était me- 
. Suré. 
; Les essais ont montré que le temps 
"45 90 135 180 d'exécution n’augmente pas beaucoup tant 


Ts 


100 


150, |, deg que le décalage n'excède pas 45°. Avec un 
décalage plus important le temps d’exécu- 
Fig. 2.18 tion croît rapidement et se multiplie par 


15 à 20 quand le décalage atteint 100 à 150° 
(fig. 2.18). Ensuite, quand le décalage devient proche de la position 
« miroir » (les bras étant décalés d'environ 180°), l'opérateur 
s'adapte de nouveau à la situation, à tel point que le temps d’exé- 
cution de l'opération redevient pratiquement égal à celui que l’on 
observe pour les décalages inférieurs à 45°. 

Les essais effectués ont montré que l'opérateur humain possède 
une bonne adaptabilité compensatrice et qu’il s'adapte bien au 
travail sur le télémanipulateur quand le décalage artificiel entre 
les bras maître et esclave suivant l’angle 6, varie dans des limites 
relativement larges. Il pouvait sembler que cette faculté d’adapta- 
tion de l'opérateur suffisait à compenser de façon efficace la baisse 
de mnémonicité du système induite par le décalage angulaire. Or, 
pour faire une conclusion justifiée sur l'efficacité de la commande 
avec décalage, il fallait compléter l'évaluation qualitative par des 
estimations quantitatives. Cette dernière tâche était liée à son tour 
à l'établissement des estimations quantitatives de la mnémonicité 
des systèmes de commande numérique. 

En établissant ces estimations, on doit prendre en considération 
deux particularités essentielles des télémanipulateurs. L'une d'elles 
traduit un fait bien connu: l'opérateur expérimenté et bien entraîné, 
en travaillant en commande manuelle, concentre généralement son 
attention sur l’objet manipulé, la zone de travail, l’analyse et l’éva- 
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luation des situations rencontrées, l'élaboration de la « tactique » 
et de la « stratégie » des mouvements de commande. Soulignons qu'il 
en est ainsi pour toutes les formes d'activité manuelle, qu’il s'agisse 
de manier un marteau, de jouer au billard ou de travailler sur le 
télémanipulateur maître-esclave. Un mécanisme étonnant, appelé 
par le grand savant russe I.M. Sétchénov « obscur sens musculaire », 
épargne à l’homme la nécessité de suivre directement les mouvements 
de ses bras, des outils et des mécanismes tout en effectuant des mani- 
pulations parfois extrêmement compliquées et en dosant avec une 
précision étonnante les mouvements et efforts nécessaires. 

En vertu des particularités du sens musculaire, les poignées des 
bras maîtres du manipulateur utilisé par un opérateur expérimenté 
se trouvent pour ainsi dire superposées, dans l'esprit de ce dernier, 
aux pinces des bras esclaves. Ceci est la première des deux circons- 
tances signalées, qui, bien connue de l'expérience, peut servir de 
base à l'élaboration des estimations quantitatives de la mnémonicité 
des télémanipulateurs. 

Si les deux parties de l’appareil — partie maître et partie escla- 
ve — sont similaires structurellement et géométriquement et si 
de plus elles sont positionnées sans décalage, les mouvements du 
bras et de l’avant-bras de la partie esclave reproduisent exactement, 
de même que les mouvements des centres de ses grandes articulations, 
les mouvements de la partie maître; puisque de surcroît la poignée 
et la pince se déplacent d’une façon parfaitement identique, on a 
toutes les raisons de croire que la mnémonicité atteint dans ce cas 
son niveau maximal. 

Compte tenu de ce qui précède, il semble logique de demander 

que l’évaluation du niveau de mnémonicité soit basée sur la mesure 
de la différence qui existe entre le vecteur mouvement de la pince 
dans un point de l’espace de travail du bras esclave et le vecteur 
mouvement de la poignée du bras maître dans le point correspon- 
dant de son espace de travail. Il faut croire que la même approche 
peut s’avérer applicable à l'évaluation de la mnémonicité d’autres 
systèmes de commande manuelle. 
” Quant à la seconde particularité qu'on doit prendre en considé- 
ration en établissant des évaluations quelconques de la qualité des 
BM, nous en avons déjà parlé au chapitre précédent : elle est liée 
à la fonctionnalité élevée de ces appareils. Toutes les évaluations 
doivent donc être globales: au lieu de caractériser un ou plusieurs 
points de l’espace de travail, elles doivent embrasser tout l’ensemble 
des configurations possibles du BM dans les limites de son espace 
de travail. 

Passons à présent à l'élaboration des estimations quantitatives 
de la mnémonicité des télémanipulateurs .A cet effet, revenons à la 
figure 2.17. Tout mouvement de la pince du bras esclave réalisé 
par l'opérateur en différents points de l’espace de travail se laisse 
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décomposer en une suite de petites variations de la configuration du 
BM. Introduisons l’opération élémentaire de déplacement de la pince 
du BM: « déplacer la pince du point x, de l’espace de travail en un 
point voisin x, + Ax, ». Si, étant donné une configuration q du 
BM, on veut réaliser cette opération élémentaire, on doit communi- 
quer aux coordonnées généralisées 6,,, 6, 0 du bras esclave des 
accroissements A6,°, A6.., A6... Pour le système de reproduction 
directe considéré, ces accroissements sont identiques aux accroisse- 
ments A6, (j = 1, 2, 3) communiqués au bras maître. Si le décalage 
angulaire est nul, les déplacements des points C,; et C, sont iden- 
tiques eux aussi (Ax, — Ax.). Si le décalage est non nul, le déplace- 
ment de la partie maître Ax, diffère de celui de la partie esclave 
tant en valeur qu’en direction, en raison du caractère non linéaire 
des caractéristiques géométriques du BM. 

L'estimation quantitative de la désadaptation des déplacements 
« maître » et « esclave » est une grandeur complexe dont le module 
est le gain local du BM et l'argument, l’angle entre les vecteurs Ax;, 
et Ax.. Ces deux quantités scalaires, qu’on peut adopter comme deux 
« critères » différents de la qualité du système maître-esclave, peu- 
vent être complétées par un troisième « critère » : l'augmentation du 
volume de l’espace de travail du bras esclave par rapport à celui 
du bras maître. Nous nous bornerons ici à analyser un seul critère, 
à savoir la désadaptation angulaire *) que nous exprimerons par la 
quantité [58] 


? (Axa) (Ax2) 
Ke Axe TT TA ? ds 


égale au cosinus de l’angle entre Ax, et Ax,. Une telle mesure de 
désadaptation, compte tenu de sa dépendance vis-à-vis du vecteur 
Ax, caractérisant l'opération de déplacement élémentaire, sera 
appelée coefficient de mnémonicité local. 

Mettons le déplacement élémentaire sous la forme Ax, = ef, 
où e — | Ax, |, et B est le vecteur unité. On montre que pour & 
petits et pour une configuration g donnée la transformation de Ax, 
en Ax, est linéaire, bien que ses coefficients soient des fonctions non 
linéaires des angles 6;,. Si donc l’ensemble des déplacements élé- 
mentaires possibles Ax, de même valeur & est une sphère de rayon & 
et de centre en C,, les déplacements correspondants Ax, forment un 
ellipsoïde de centre en C1. 


*) Remarquons que dans les essais préliminaires l'introduction d'un déca- 
lage entre les bras maître et esclave suivant l'angle 6, ne faisait varier que le 
coefficient de mnémonicité, tandis que Lee restait inchangé et égal à l'unité 
pour toute valeur de 68,, y compris pour 66, = 0 (décalage nul). Les résultats de 
l'observation du travail de l'opérateur commandant le télémanipulateur per- 
mettent de supposer que, pour caractériser l’aisance de la commande, le coeffi- 
cient de mnémonicité doit être préféré au gain. 
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Il est facile de voir que la valeur du coefficient de mnémonicité 
local (5.1) ne dépend que de la direction de B, c'est-à-dire que X (, B) 
représente une fonction définie sur la sphère unité. La valeur moyenne 
K4 de la fonction X (, B) sera appelée coefficient de mnémonicité 
de la configuration @: 


Ko= 7 | K(e, B)d8. (5.2) 


Ici dB est l'élément d’aire de la sphère unité. Puisque X (y, B) = 
= K (œ, —B), on peut, en calculant (5.2), se borner à considérer la 
demi-sphère. 

La valeur moyenne Æ de l’ensemble des coefficients de mnémo- 
nicité X4 calculés suivant l’espace des configurations tout entier 
ue estimation globale de la mnémonicité d’un BM du type maître- 
esclave : 


K= (A): \ Kod?, (5.3) 


où d est l’élément de volume et A le volume total de l’espace des 
configurations considéré ici comme domaine d’un espace euclidien 
de dimension multiple (en l’occurrence de dimension 3). 

L'emploi des moyennes intégrales X, et X de la fonction X (, B) 
comme estimations de la mnémonicité est basé sur les considérations 
suivantes. Il est certain que les différents opérateurs appelés à 
résoudre une même tâche forment des suites différentes d'opérations 
élémentaires. Le passage à la moyenne suivant toutes les opérations 
permet de « dépouiller » l’estimation de la mnémonicité de la « con- 
tribution humaine » apportée par l'opérateur et de dégager l’essence 
purement géométrique du BM, qui peut désormais être considérée 
comme une propriété intrinsèque de ce dernier. 

La méthode des opérations élémentaires décrite ci-dessus, fondée 
sur les estimations mises en moyenne, est appliquée dans les para- 
graphes suivants de ce livre aux propriétés géométriques, mécaniques 
et algorithmiques des BM (voir $$ 4.2, 6.1 et 9.3). Remarquons que 
l'opération élémentaire de déplacement de la pince sera utilisée 
également au $ 9.3 afin d’élaborer des estimations des propriétés 
algorithmiques des BM redondants. 

Une telle coïncidence d'opérations élémentaires pendant l’ana- 
lyse des différentes propriétés intrinsèques n’est pas accidentelle. 
Elle tient à ce que les fonctions de l'opérateur humain dans le système 
maître-esclave, de même que les fonctions du sous-système intelli- 
gence artificielle d’un BM automatique, résident dans la construc- 
tion des mouvements du bras qui porte l’effecteur. Le fait que ces 
fonctions se réalisent dans le premier cas par déplacement manuel 
du bras maître et dans le second par la mise en mouvement automa- 
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tique des éléments de la chaîne cinématique n’a pas beaucoup d’im- 
portance dans le cas considéré. 

Faisons encore deux remarques d'ordre méthodologique. En toute 
configuration du BM l'opérateur peut réaliser tout un ensemble 
d'opérations élémentaires distinctes (qui diffèrent par le vecteur f). 
Le lecteur verra plus tard qu’une telle possibilité ne se présente que 
pendant l’analyse des propriétés mécaniques ($ 6.1). Quand on 
analyse les propriétés géométriques — la portée et la maniabilité —, 
on se rend compte qu’à chaque configuration du BM répond une et 
une seule opération élémentaire (de positionnement ou d'’orienta- 
tion). Sous ce rapport la mnémonicité se distingue des autres pro- 
priétés géométriques. On forme l'estimation de la mnémonicité 
(5.2) en fonction de la configuration @, après quoi on construit l’esti- 
mation globale en prenant la moyenne suivant l’ensemble des con- 
figurations possibles à l'aide de la méthode exposée en détail au 
8 6.1 (voir la formule (6.1.1) dans ce même paragraphe). Notons en 
passant que les opérations élémentaires intervenant dans l'analyse 
des propriétés géométriques et mécaniques (voir $ 4.2) caractérisent 
des états instantanés du BM, tandis que l'opération élémentaire de 
déplacement introduite pour l'analyse de sa mnémonicité et de 
ses propriétés algorithmiques implique un mouvement de faible 
amplitude, c'est-à-dire le passage d'un état à un autre. Autrement 
dit, on examine dans les deux cas les questions de construction de 
mouvements qui ne peuvent être tranchées en considérant un état 
unique quelconque du BM. 

Géométrique par excellence, la mnémonicité d'un appareil 
maître-esclave réalise en même temps une espèce de « synthèse » 
de particularités inhérentes aux propriétés géométriques, mécaniques 
et algorithmiques qui seront examinées ci-après. 


$ 2.6. Mnémonicité. Commande avec désadaptation 


Décrivons brièvement le mode de définition de X (+, B) (581. 
Considérons l'appareil du type maître-esclave schématisé sur la 
figure 2.17. Le vecteur x; du point caractéristique C; est défini 
par ses trois coordonnées z;, y;, z;, ou fonctions de position, qui 
s'écrivent comme suit: 


tj =w;cos0,;, yy= wjsin O4j, 
= 40050, +ajcos (8, +0), (6.1) 
wj= a Sin 6:5+ a25 sin (025 + 6;). 
Ici l'indice 1 se rapporte au bras maître et l’indice 2 au bras esclave; 
w; est la projection de C; sur l'axe w; qui matérialise l'intersection 


du plan de coordonnées Oxy avec le plan IT; contenant le bras corres- 
pondant. Par dérivation de (6.1) on obtient un système d'équations 
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aux accroissements, linéaire en A6, (i = 1, 2, 3): 
Az; = —(w;sin 6,;) A8, + (z, cos 8,;) A6, + 
+ (ae; cos 6,,cos (8,,+6,,)] A8, 
Ay;= (w,cos0,;) A6, + (z, sin 6,,) A6, + (6.2) 
+2, sin 6,,cos (8,;+ 8,,)] A6,, 
Az; = — w,A6,—[a,; sin (0,5 + 6s;)] AGs. 
Les accroissements A6; sont les mêmes pour les deux bras de 


l'appareil (c'est le principe de la recopie directe), tandis que les 
coordonnées généralisées 8;, et 6;. diffèrent de la valeur de désadapta- 


tion 60, : 
60: = Oje — Or (6.3) 
Pour ue Æ (y, B) on se donne trois vecteurs: @; = (815, 0e, 
O5), ji = 1, 2. B = (cos y: cos y2, cos Ÿ, sin 2, sin m1). Portons les 


ant du vecteur B dans les premiers membres de (6.2) pour 
j = 2: la résolution de (6.2) nous donne A86,;. Le facteur e peut être 
omis, puisque les accroissements A6, sont proportionnels à € par 
linéarité de (6.2). Portant ces valeurs de A8, dans (6.2) pour j = 1, 
on obtient les accroissements cherchés Ax;, = (Az;, Au, Az) in- 
tervenant dans (5.1). Pour obtenir X,, on doit répéter cette procé- 
dure pour un nombre suffisamment grand de vecteurs unité B uni- 
formément distribués et passer à la. moyenne des résultats. Notons 
que, (6.2) étant linéaire, on a K (y, B) = K (g, —B), si bien qu'on 
peut ee: borner à considérer, en vue des calculs, la demi-sphère 
im > 

Supposons que les bras maître et esclave aient mêmes dimensions 
(= Ge = a). Dans le cas le plus simple où la désadaptation se 
réduit à un décalage suivant l'angle 6, (68, = 604 = 0) comme c'était 
le cas pour les essais préliminaires, les zones de travail des bras 
esclave et maître pour un 66, donné se déduisent l’une de l’autre 
par une rotation d'angle 68, autour de l'axe des z et sont égales en 
dimensions et en forme. Il est évident que les vecteurs Ax, et Ax, 
se confondent eux aussi après une rotation de 66, autour de l’axe 
des z, bien que l'angle entre ces vecteurs soit fonction de y,. On a 
après des calculs bien simples 


K (œ, B) = 1 — [1 — cos (60,)] sin? y;, (6.4) 
d'où, en passant à la moyenne suivant y, on déduit que 
K=Ko= + l1+ cos (68,)]. (6.5) 


Autrement dit, le coefficient de mnémonicité est indépendant de la 
configuration du BM et dépend d’une façon bien simple de la valeur 
66, de la désadaptation. 
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Supposons que 66, puisse varier sur un intervalle déterminé 
| 68, | < 6: alors la zone de travail D, du bras esclave est une 
partie du tore engendré par les rotations de la zone D, du bras maître, 
et le volume V (D.) est plus grand que le volume V (D,). Si par 
exemple D, est la partie du tore comprise entre deux plans qui pas- 
sent par l’axe des z sous un angle & l’un par rapport à l'autre, la zone 
D, est comprise, elle, entre deux plans qui se coupent sous un angle 
a + 26. La condition ô = x/4 qui garantit l’« insensibilité» de 


Fig. 2.19 


l'opérateur à la désadaptation conformément aux données expéri- 
mentales (voir fig. 2.18) correspond à un niveau de mnémonicité 
K > 0,85 et, pour & = x1/4, permet de multiplier le volume de la 
zone de travail par trois (V,/V, = 3). 

Si la désadaptation concerne d’autres couples cinématiques 
(66, Æ 0 ou 68, = 0), on est amené à déterminer X, par calcul 
numérique. En faisant varier 60, et 66:, on obtient, à partir d’une 
configuration fixe q, du bras maître, tout un ensemble de configu- 
rations , du bras esclave qui remplissent une zone de travail de ce 
dernier, X4 étant variable. On voit fig. 2.19 a, b, c les courbes de 
niveau de la fonction X4 pour trois configurations différentes ®, 
ces dernières étant représentées, elles aussi, sur la figure (ici & = 
= 0,75a,). On a dans tous les cas 68, = 0 et les deux configurations 
Q1» P2 appartiennent à un plan commun (w, z). Remarquons qu’en 
mettant 60, = x les quantités w.,, z, changent de signe par rapport 
au cas de 68, = 0, ce qui fait que X, prend, elle aussi, le signe con- 
traire, c’est-à-dire que Ko (68, + 1) = —Xy (68,). (Rappelons 
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que, d’après (6.5), on a toujours y > 0 quand 68, = 60, = 0.) 
Aux configurations pour lesquelles les valeurs de 66, diffèrent de 
a correspondent des points du plan (w, z) symétriques par rapport 
à l’origine des coordonnées. C'est la raison pour laquelle on ne voit 
sur la figure 2.19 que la zone des valeurs strictement positives de 
K>, limitée par la courbe de niveau X4 = 0. Etant donné qu’à 
chaque point de la zone de travail correspondent deux configura- 
tions différentes . où 0° prend les signes opposés, on a utilisé 
pour le calcul la configuration où la valeur de 68, est minimale, c’est- 
à-dire que.8., et 04, sont de même signe. On voit que les zones des 
plus grandes valeurs de À; diminuent brusquement quand le point 
Ci tend vers l'axe des z. 

Une telle analyse numérique permet. de choisir la grandeur et 
l'emplacement de la zone de travail du bras maître de façon ration- 
nelle, afin que le volume de la zone D, où X, prend des valeurs 
admissibles soit aussi grand que possible. On a indiqué en trait 
interrompu sur la figure 2.19 d la section de la zone choisie D, pour 
6, = 0 et la distribution correspondante de X, pour 69, = 0. En 
limitant la zone D, par le niveau X, > 0,7 (zone hachurée sur la 
figure 2.19 d), le rapport des aires de D, et D, est voisin de 10. 

Si de plus on fait intervenir une désadaptation 60,, on est obligé 
de tenir compte également de la distribution de X,4 dans les diffé- 
rents plans (w, z). Les courbes de niveau de X, représentées fig. 2.19 e 
à k répondent aux cas où, pour une même configuration q, du bras 
maître (représentée en e uniquement), on fait varier les désadapta- 
tions 606, et 60, tout en laissant 66, inchangée et égale à 0°; 30°, 
45°, 60° pour e, f, g et hk respectivement ; le signe de 68, coïncide 
comme précédemment avec celui de 8;,. On voit que, tout comme 
pour 68, = 68; = 0, la mnémonicité décroît de façon monotone à 
mesure que 68, croît. Les calculs confirment une autre circonstance 
absolument évidente: en introduisant les désadaptations 69,, 68;, 
on nuit encore plus à la mnémonicité du BM. Si, d’après (6.5), Xy = 
= 0,85 pour 66, = 45°, on a Ko << 0,85 dans les autres points du 
plan (w, z) conformément à la figure 2.19 g. 

Cependant, quelque naturelles et justifiées que les estimations 
proposées puissent paraître, on ne peut être sûr qu’elles caractérisent 
avec bonne précision l’ensemble des propriétés variées assurant l’ef- 
ficacité de commande d’un télémanipulateur maître-esclave et 
appelé généralement mnémonicité, qu'après avoir procédé à une 
étude expérimentale de la biomécanique des différents systèmes de 
commande manuelle. On a effectué des études pareilles d’après la 
méthode décrite pour caractériser un système de commande manuelle 
plan à deux degrés de mobilité [58] défini par les équations (6.1) 
pour 6,, = 6,, = 0. La qualité du procédé de commande manuelle 
avec désadaptation a été évaluée au moyen des critères partiels de 
temps 7 et de précision A et du critère complexe J (voir (4.2)). Les 


9% BRAS MANIPULATEURS À COMMANDE MANUELLE ICH. 2 


essais ont été effectués sur une installation analogue à celle de la 
figure 2.16. Comme d'ordinaire, les opérateurs réalisant la « com- 
mande avec désadaptation » ont subi un entraînement préliminaire 
qui consistait à suivre à maintes reprises (30 à 40 fois) une courbe 
étalon. Celle-ci était visualisée sur l'écran du système effecteur, 
ainsi que le spot lumineux traduisant la position de la poignée de 
commande. Les caractéristiques du système de reproduction et les 
valeurs des désadaptations étaient introduites à l’aide de l’ordina- 
teur. La tâche de l'opérateur consistait à agir sur le manche à balai 
de façon à faire suivre au spot lumineux le profil de la courbe éta- 
lon, avec autant de vitesse et de précision que possible. On enregis- 
trait en même temps le temps d'exécution 7 et la précision de suivi 
À, ainsi que la valeur du critère complexe J. Après l'entraînement, 
toute l’équipe d'opérateurs a procédé aux essais pendant lesquels 
deux courbes étalons différentes étaient proposées. Sans entrer dans 
les détails techniques, indiquons simplement que la valeur du critère 
J mise en moyenne pour tous les opérateurs de l’équipe est restée 
pratiquement inchangée dans les limites de X, > 0,7. 

C'est ainsi que l'hypothèse mise à la base de la « commande 
avec désadaptation » reçut une confirmation expérimentale sur un 
modèle de système plan. Comme toute étude biomécanique, elle a 
un caractère un peu partiel, tout en laissant voir avec évidence à 
quel point on peut augmenter la zone de travail d’un télémanipula- 
teur maître-esclave sans nuire beaucoup à la qualité de la commande 
si l’on consent une légère diminution du niveau de mnémonicité. 

On trouve des résultats plus détaillés de l’analyse numérique 
et expérimentale de la propriété de mnémonicité des systèmes maître- 
esclave dans la thèse de V.V. Statsenko (voir note page 78). 


CHAPITRE 3 


BRAS MANIPULATEURS AUTOMATIQUES 


$ 3.1. Robots industriels 


La production industrielle contemporaine est caractérisée par 
une contradiction foncière entre les possibilités de l’automation tra- 
ditionnelle et les particularités des travaux pénibles, apparemment 
simples, auxquels l’homme est forcé de participer. Chargement et 
déchargement des machines-outils ordinaires et semi-automatiques, 
transfert des pièces d’un poste d'usinage à l’autre, opérations de 
stockage, assemblage des composants de machines, opérations de 
soudage, de forge, d’emboutissage, de peinture et bien d’autres: 
tous ces processus, qui semblent élémentaires et qui ne nécessitent 
généralement aucune formation particulière de l'opérateur, impli- 
quent néanmoins une infinité de mouvements complexes et variés, 
mouvements essentiellement humains, qui se prêtent très mal à 
l'automatisation par les moyens traditionnels. 

Dans bien des cas, on arrive à lever la contradiction entre la 
simplicité apparente des processus pareils et l'impossibilité de les 
automatiser, en utilisant des manipulateurs automatiques program- 
més. Ces manipulateurs sont appelés robots industriels (RI) dans la 
littérature soviétique et étrangère. 

Les RI sont destinés à reproduire automatiquement les fonctions 
motrices de l’homme. Nous croyons donc utile d'établir une classi- 
fication de l’ensemble des mouvements réalisables par le robot à la 
façon de notre classification antérieure (voir chap. 1) des mouvements 
de l’homme, c’est-à-dire de distinguer des mouvements globaux, ré- 
gionaux et locaux [4]. 

Les mouvements globaux sont des déplacements du robot à une 
distance qui dépasse ses propres dimensions. Ils sont effectués pour 
manipuler des objets éloignés l’un de l’autre ou, par exemple, servir 
une machine de forte longueur. 

Les mouvements régionaux sous-entendent les déplacements de 
la pince du robot dans diverses zones de son espace de travail dont 
les dimensions et la forme sont définies par l'architecture et les 
dimensions des éléments du bras manipulateur. 

Les mouvements locaux sont des déplacements de la pince dont 
l'ampleur est commensurable avec les dimensions de la pince; ils 
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permettent l'orientation dans des zones exiguës de l’espace de travail, 
les opérations de positionnement fin, les mouvements des mâchoires 
de la pince. 

Les notions de mouvement local et de mouvement régional font 
distinguer deux parties cinématiques du BM qui sont fonctionnelle- 
ment différentes: 1) la main avec la pince, 2) le bras proprement 
dit. La structure et la cinématique de la main définissent les possi- 
bilités d'orientation du BM; la structure et la cinématique du 
mécanisme du bras définissent la forme et les dimensions de l’espace 
de travail et les propriétés géométriques du BM à l’intérieur de cet 
espace. | | 

La structure cinématique et les facultés motrices du BM sont 
déterminées par son niveau de mobilité, par la nature de ses cou- 
ples cinématiques et par l’ordre successif de ces couples. Les RI 
existants et les nouveaux prototypes ont des structures très variées. 
Sous ce rapport, il en va en robotique tout autrement que dans les 
« constructions vivantes » où se trouvent répétées des milliards de 
fois non seulement la même structure de l’e effecteur » (extrémité 
du corps humain) mais aussi — à de faibles variations près — les 
mêmes proportions. 

Les questions de choix optimal des structures, dimensions et 
paramètres des RI restent à l’ordre du jour à l’heure actuelle, tout 
comme elles l'ont été il y a un quart de siècle, à l’époque où les 
premières constructions faisaient leur apparition. Les difficultés 
présentées par ces questions ne sont pas dues uniquement au grand 
nombre de dimensions des BM, à la multitude des architectures pos- 
sibles et aux calculs inextricables. Un obstacle d'importance égale, 
sinon plus grande, est l’absence d’idées bien nettes sur les propriétés 
des BM, qui doivent être mises à la base du choix des structures opti- 
males, et de méthodes d'évaluation de ces propriétés. 

Ces difficultés — l’absence de critères bien nets des principales 
propriétés des BM et d'évaluations objectives de ces critères — 
expliquent l'existence des centaines de types et de constructions *) 
des robots industriels en service, bien que leur nombre total soit 
suffisamment modeste. Les structures cinématiques, les types d’ac- 
tionneurs, les qualités fonctionnelles, les constructions et types de 
pinces, etc. sont extrêmement variés. L’abondance des publications 
consacrées à la description et à la classification des RI contemporains 
(voir par exemple (56, 93]) nous dispense d’y revenir une fois de 


*) La revue Zndustrial robot (1983, t. 10, n°8 1 à 4) cite les performances 
principales des RI commercialisés sur les marchés d'équipements de production 
automatiques des pass d'Europe occidentale et d'Amérique du Nord, classés 
suivant leur force de levage. On trouve en particulier, au n° 4 de cette revue, 
75 modèles de RI de bas de gamme (force & 10 kg) proposés par les sociétés des 
Etats-Unis, du Japon, de la RFA, de la Grande-Bretagne. de la France. de la 
Suède, de l’Autriche et de l'Italie. 


$ 32] ROBOTS ADAPTATIFS 97 


plus. En ce qui concerne les ,propriétés intrinsèques des BM, le 
problème de leur définition et d'élaboration des méthodes de leur 
évaluation quantitative constitue un chapitre nouveau et important 
de la théorie des robots. A ce problème seront consacrés tous les 
chapitres suivants de ce livre. 


$ 3.2. Robots adaptatifs 


Les études de robots adaptatifs sont poursuivies depuis plus de 
20 ans 121, 54, 56], le premier système étant décrit dans [21]. Le 
robot adaptatif (RA) est un automate doté d’un équipement sensoriel 
et commandé par ordinateur. Ces deux particularités, qui le distin- 
guent d’un RI ordinaire, permettent au RA de saisir et de traiter rapi- 
dement l'information sur l’environnement où il est placé et sur les 
objets manipulés auxquels il a affaire. Autrement dit, le RA acquiert 
une qualité nouvelle et extrêmement importante: il devient capable 
de se mouvoir et de fonctionner dans un milieu insuffisamment dé- 
terminé, il présente une certaine autonomie. Cette qualité est réalisée 
à condition que soient élaborés et mis en œuvre des algorithmes de 
commande rationnels, qui permettent d’exécuter la tâche prescrite 
en temps réel. Ces algorithmes doivent tenir compte des propriétés 
de l'appareil sensoriel, des particularités de l'environnement et des 
objets manipulés, des possibilités motrices de l’'e extrémité» du 
robot: son bras mécanique. 

Les recherches dans le domaine des RA empruntent à peu près 
la même voie de principe. Les fonctions de robot sont confiées soit 
à un manipulateur, soit à un chariot roulant ou châssis marcheur, 
soit aux deux à la fois. L'équipement sensoriel du robot est consti- 
tué par une collection de capteurs fonctionnant au contact des objets 
environnants (sens tactile artificiel), par des caméras de TV (vision 
artificielle). Un ordinateur assurant la fonction de commande utilise 
les informations tactiles et visuelles acquises par l'équipement sen- 
soriel afin de réaliser des actes moteurs utiles. Cependant les pro- 
priétés informationnelles de la plupart des systèmes sensoriels exis- 
tants (leur pouvoir de résolution, leurs qualités dynamiques) ne sont 
pas à la hauteur des possibilités motrices offertes même par les robots 
les plus simples; on pourrait dire qu'ils travaillent plus vite des 
mains que « de la tête ». C'est le contraire des systèmes biologiques 
où l’acquisition et le traitement de l'information sont des processus 
tellement rapides et parfaits qu'ils permettent de profiter pleine- 
ment de toutes les possibilités motrices de l'organisme. Cela est 
d'autant plus remarquable que les processus de traitement d’infor- 
mation comprennent des procédures extrêmement complexes, telles 
que la reconnaissance et l'identification d’objets isolés et d'ensem- 
bles d'objets, la prise de décision, la construction directe des syner- 
gies motrices et leur gestion, etc. 


7—0243 


98 BRAS MANIPULATEURS AUTOMATIQUES [CE. 3 


Pour supprimer la discordance entre les facultés motrices et 
informationnelles du RA dont nous venons de parler, on est amené 
à résoudre deux problèmes de robotique qui constituent le fond du 
problème de l'intelligence artificielle du RA: 

1) mettre au point et perfectionner l’appareil sensoriel; 

2) déterminer les fonctions motrices et les particularités compor- 
tementales du robot doué d’un système sensoriel suffisamment dé- 
veloppé. 
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Fig. 3.1 


On voit fig. 3.1 le schéma conventionnel d'un RA. Ses princi- 
paux éléments sont: 

— un bras mécanique, qui comprend en l'occurrence six couples 
cinématiques de rotation (les mouvements permis sont indiqués 
par des flèches en arcs; on n’a pas représenté les mouvements d’ou- 
verture et de fermeture des mâchoires de la pince); 

— un ordinateur, ou directeur, réalisant la fonction de com- 
mande; 

— un équipement sensoriel. 
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Chaque couple cinématique est pourvu au besoin de capteurs 
de déplacement relatif des éléments, qui réalisent les boucles de 
retour internes. 

Quelques exemples d’unités sensorielles, réalisant l'interaction 
avec l’environnement et les boucles de retour externes, sont repré- 
sentés sous forme simplifiée sur la figure 3.1 (voir aussi [56]): 

1. Système tactile artificiel. On voit sur la figure un détecteur 
de contact filiforme. Chaque fois qu'il entre en contact avec un 
objet étranger, un signal correspondant est délivré vers l'unité de 
commande. Les détecteurs de contact peuvent prendre des formes 
constructives variées: ce peut être par exemple une collection de 
« vibrisses » ou « moustaches de chat » fonctionnant en code binaire, 
c'est-à-dire possédant deux états « contact » et « pas de contact ». 
Les détecteurs tactiles sont capables non seulement d'enregistrer 
le contact mais aussi de mesurer les forces d'interaction engendrées 
pendant le contact. On utilise à cet effet les jauges extensométriques 
et d’autres dispositifs (douilles extensométriques) qui permettent 
d'enregistrer et d'envoyer vers le directeur les signaux renseignant 
sur les valeurs et les directions des efforts et des couples exercés 
sur la pince. 

Une variété d’un détecteur de contact simple est le détecteur 
d'écart latéral des « doigts » du préhenseur qu’on voit fig. 3.1. Ce 
petit appareil réalise des fonctions très importantes: la remise à 
zéro (en position) du BM, l'adaptation des repères robot et objet, 
etc. > 

2. Système de proximétrie. Ce sont des instruments d'optique ou 
à ultrasons qui déterminent la distance du robot à l’objet manipulé 
ou à un obstacle, au mur, etc. Les proximètres peuvent être soli- 
daires des éléments mobiles du robot ou posséder leurs propres action- 
neurs. Dans ce dernier cas le « tour d'horizon » est effectué selon les 
ordres du directeur qui commande le mouvement du proxi- 
mètre. 

3. On voit fig. 3.1 trois autres composants du système sensoriel, 
dont chacun est constitué par un ensemble discret, ou matrice, d'élé- 
ments sensibles. Une telle matrice se monte sur un ensemble mobile 
du BM, par exemple sur les mâchoires de la pince, et réagit au 
contact d’un nombre déterminé d'éléments avec l’objet manipulé. 
ed appareil sensoriel a été utilisé sur le premier modèle de RA 


Une matrice d'éléments sensibles se trouve également à l’inté- 
rieur d’une caméra de télévision, autre ensemble technique dont la 
fonction est de simuler la vision naturelle. 

Les appareils sensoriels utilisant de telles matrices, fonctionnant 
au contact de l’objet (« le toucher ») ou sans contact (« la vision »), 
ont un caractère universel et constituent un sujet de recherches 
intenses. 
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On appelle vision artificielle un système technique destiné à 
saisir et à traiter l’information portée par les rayons lumineux dont 
les fréquences appartiennent à la gamme de rayonnement visible. 
Les systèmes de ce type ne reproduisent que deux propriétés de la 
vision naturelle: 

— enregistrer les ondes lumineuses en conservant l'information 
utile qu’elles portent ; 

— dépouiller cette information utile afin d’en dégager les par- 
ticularités les plus intéressantes de la scène observée. 

Il faut dire que les recherches intenses en vision artificielle des 
robots ont conduit à l'apparition des caméras de TV spéciales capa- 
bles de traiter les images avec une vitesse relativement élevée qui 
permet d'utiliser d’une façon plus complète les possibilités motrices 
offertes par le robot. Le composant principal d’une caméra trans- 
formant l'information optique en information électrique est une 
matrice composée de quelques milliers de modules sensibles. Chacun 
des modules comporte une diode photo-réceptrice et un montage 
logique utilisés pour la reconnaissance et occupant sur la matrice 
une superficie d'environ 25 mm°?. La caméra reconstitue l'image 
sur une trame uniforme, ce qui simplifie considérablement le traite- 
ment subséquent du signal sous forme d’image plate « binaire » 
(noir et blanc) de l’objet à reconnaître. 

Les systèmes opto-électroniques de ce type, en se substituant à 
la vision naturelle, rendent des services multiples en permettant: 

— de reconnaître des « patterns» familiers parmi les objets 
environnants ; 

— de calculer les positions (coordonnées) et les orientations 
(angles) des objets; 

— etc. 

Les systèmes de vision artificielle sont largement utilisés en 
robotique, en raison des possibilités multiples qu'ils offrent pour 
munir le robot d’un appareil sensoriel et pour assurer ses qualités 
adaptatives. Or, la réalisation technique intégrale de ces possibilités 
est un problème ardu. On est donc amené, en construisant ces systè- 
mes, à rechercher chaque fois un compromis entre la versatilité et 
la complexité d’une part, et le coût de réalisation de l’autre. 

Il est tout à fait évident que la meilleure solution serait de créer 
un système de vision artificielle, par exemple une caméra de TV, 
capable non seulement de jeter un coup d'œil dans une boîte con- 
tenant des pièces quelconques, mais aussi de reconnaître les types 
des pièces et de décider de quelle façon les extraire de la boîte. Bref, 
l'idéal serait de reproduire par des moyens techniques les fonctions 
de l'opérateur humain dont le travail ne demande en l'occurrence 
aucune formation particulière. 
= Cependant, en dépit de leur simplicité apparente, ces exigences 
sont énormes, car le contenu de la boîte représente un embrouilla- 
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mini d'objets orientés arbitrairement et se recouvrant en partie ou 
totalement les uns les autres. Le degré de recouvrement relatif a 
aussi un caractère aléatoire, ce qui complique davantage la tâche 
de reconnaissance. Si l'on veut automatiser ce processus, le seul 
moyen qui existe aujourd’hui est d'imposer aux objets un certain 
ordre par des procédés mécaniques, ce qui permet de rendre moins 
contraignantes les conditions auxquelles doit satisfaire la fonction 
de vision artificielle. 

Nous voyons que l'organisation d’un procédé industriel auto- 
matisé joue un rôle assez important pour la mise au point d’un RA. 


Fig. 3.2 


On doit prendre en considération non seulement toutes les particu- 
larités et propriétés du procédé à robotiser mais aussi celles de l’ap- 
pareil sensoriel du robot. Ce qui fait qu’en fin de compte le système 
robotisé perd sa versatilité pour devenir spécialisé. Nous allons illus- 
trer cette thèse en considérant quelques cas de réalisation intéres- 
sants. 


$ 3.3. La vision artificielle des RA 


1. Réalisation GENERAL MOTORS [107]. La société a construit 
dans son laboratoire un ensemble robotisé « Consight » destiné à 
saisir d’une façon déterminée des pièces plates de formes diffé- 
rentes amenées dans un ordre aléatoire sur un tapis roulant (fig. 3.2) 
et de les ranger dans des magasins appropriés. Le système de vision 
artificielle utilisé sur cet ensemble comporte une caméra de TV 
linéaire 3 à photodiodes, une interface 2 reliant la caméra à l'ordi- 
nateur J et des sources de lumière 4. Le système est capable de recon- 
pue la position et l'orientation de chaque pièce sur le tapis rou- 

ant 6. 

Un manipulateur 5, commandé par l'ordinateur 1, saisit la pièce 
au moment où le tapis roulant amène celle-ci dans sa zone d’action 
et la met dans un magasin. Le constructeur dit que l'ensemble 
« Consight » présente deux avantages que voici: 
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— il est facilement adaptable à une large classe d'objets aux 
contours curvilignes complexes (à condition que les objets ne se 
touchent pas); 

— ses trois sous-systèmes — vision, manipulation, commande — 
sont pratiquement indépendants et, de ce fait, sont faciles à rem- 
placer, ce qui confère à l’ensemble une versatilité particulière. 

Le système de vision artificielle comporte deux sources de lumière 
qui projettent sur le tapis mobile deux lignes lumineuses superposées. 
Le passage de chaque pièce entraîne un déplacement de la partie 
correspondante de la ligne. La caméra de TV linéaire, avec ses 
256 diodes, enregistre les déplacements, en détectant ainsi les 
silhouettes des pièces qui franchissent la ligne, et enregistre les résul- 
tats de mesure à intervalles égaux dans le sens de marche du tapis. 
L'égalité des distances est garantie par les marques d’un détecteur 
qui surveille la position du tapis roulant et sa vitesse en cours de 
mouvement. Une interface 7 réunit le manipulateur et l’ordinateur. 

La pièce ayant franchi la ligne, les déplacements disparaissent, 
et l’appareil sensoriel envoie au sous-système commande les données 
sur la position de l’objet sur le tapis, ainsi que sur la position du 
tapis lui-même suivant la longueur. A cet instant le manipulateur 
se met en action et saisit la pièce suivante conformément au program- 
me établi à l'avance. 

Puisque le système reconnaît une à une les pièces qui se suivent 
avec un intervalle, la vitesse de fonctionnement de l'ensemble n’est 
pas limitée par le système de vision mais par la durée du cycle de 
travail du manipulateur, laquelle doit être inférieure à l'intervalle 
de succession des pièces à reconnaître. 

Le problème de reconnaissance est unidimensionnel et, de ce 
fait, relativement simple. L’éclairage de la scène n’est pas soumis 
à des conditions de contraste particulières: les ombres disparaissent 
grâce à l'existence de deux sources de lumière, et les contours exté- 
rieurs des pièces deviennent suffisamment nets. Les contours inté- 
rieurs, par exemple les trous, sont moins faciles à reconnaître. 

L'ensemble « Consight » s’avère efficace pour un cycle de 5 secon- 
se Qu MADIpANenr et pour des vitesses du tapis roulant jusqu’à 

cm/s. 

2. Réalisation BROWN-BOVERY 1107]. Cette société a mis 
au point un appareil sensoriel opto-électronique plus performant 
que le précédent. Sa vocation est de s'adapter aux robots industriels 
et d’automatiser les opérations de transport. Les fonctions qu'il 
est supposé remplir sont la reconnaissance et la mesure de position 
d'objets plats, la poursuite d’un objet mobile, la réalisation des 
boucles de retour dans les systèmes de commande des mouvements 
du robot. 

Une des applications éventuelles de ce système est illustrée 
fig. 3.3. Comme précédemment, une suite de pièces plates 9 de formes 
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variées arrivent dans un ordre’aléatoire sur le tapis roulant 8 depuis 
le magasin 2. Un séparateur 3 monté en amont dispose les pièces 
de telle façon qu’elles ne se touchent pas et ne se recouvrent pas 
l’une l’autre. Ensuite les pièces arrivent dans la zone éclairée par 
les sources de lumière 7. Une caméra de TV 4 prend des images succes- 
sives des pièces, les identifie une à une et mesure les positions liné- 
aires et angulaire de chaque pièce sur le tapis. Au moment où les 
pièces, ayant quitté la zone surveillée par la caméra, arrivent dans 
la zone d’action du robot 6, ce dernier, obéissant aux ordres qui 
émanent de son système de commande 5 lié à l’ordinateur 7 capable 


Fig. 3.3 


de traiter l’information visuelle, procède au triage des pièces avant 
de les acheminer vers les magasins 20. Le système mémorise et est 
capable d’utiliser l'information sur dix pièces qui se trouvent entre 
les zones de la caméra et du robot. Il va de soi que les coordonnées 
liées au capteur et au robot sont adaptées. 

Dans ce cas, tout comme dans le précédent, le robot saisit sur le 
tapis les pièces mobiles qui ont déjà quitté la zone contrôlée par le 
système de vision. Il suffit cependant d'examiner les possibilités 
offertes par les matrices d'éléments sensibles à une et à deux dimen- 
sions pour se rendre compte de la différence de principe qui existe 
entre elles. 

La matrice linéaire nécessite un défilement continu des pièces à 
reconnaître ; la reconnaissance n'est finie qu’au moment où la pièce 
quitte la zone éclairée. L’opération de saisie de la pièce ne peut 
commencer qu'après sa reconnaissance complète. Par conséquent, 
la matrice à une dimension ne peut pas servir de capteur dans une 
chaîne de retour visuelle. 

Dans le cas de la matrice à deux dimensions, la pièce demeure 
pendant un temps déterminé entièrement à l’intérieur de la zone 
contrêlée (même si elle se déplace de façon continue). Pendant ce 
temps l'appareil sensoriel peut servir tant à la reconnaissance des 
objets transportés qu’à la réalisation de la boucle de retour visuel. 
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3. Réalisation UNIMATION. Elle vise la création d’un auto- 
mate de soudage à l’arc (sur la base du robot « Unimate »). 

Le RI « Unimate » fonctionne généralement en chaîne ouverte 
suivant un programme établi à l'avance. Sa description succincte 
qu'on trouve dans [107] semble indiquer que le robot est adapté à 
l'assemblage par soudure des pièces qui présentent des imperfections 
aléatoires considérables. Pour éviter qu'elles affectent la qualité de 
la soudure, on doit munir le robot d’une boucle de retour permettant 
de corriger en temps réel le mouvement de l'électrode de façon à 
pouvoir rattraper de façon continue les imperfections des pièces à 
assembler et les erreurs de leur orientation. 

Les pièces à assembler Z, 3 (fig. 3.4 a) représentent dans le cas 
général des portions d’une surface gauche. Accolées suivant la ligne 


Fig. 3.4 


de soudure, elles forment une gorge 4 qui est comblée pendant le 
soudage par le métal fondu de l’électrode 2 et des pièces à assembler. 
Le maintien de la position correcte de l’électrode pendant le soudage 
par rapport à la soudure nécessite la commande suivant cinq coor- 
données du robot. 

Il est surtout important d'assurer la position correcte du bout 
d’électrode dans les directions longitudinale (x), transversale (y) 
et verticale (z). A cette fin, on propose de mettre en œuvre le système 
opto-électronique dont le principe d'action est illustré fig. 3.4 b. 
Il comprend une caméra de TV J et un projecteur (source de lumière) 
2 articulé sur cette dernière. Cet ensemble est fixé sur le bras du 
manipulateur et se déplace avec lui tout en restant à l'avant de 
l’électrode. 

La caméra transforme comme d'ordinaire la scène tridimension- 
nelle en image à deux dimensions qui renseigne sur la position rela- 
tive du bras et de la trajectoire de soudure dans les directions x et y. 
La mesure en z est obtenue par triangulation, en inclinant le pro- 
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jecteur. Lorsque la rigole définissant la trajectoire future de l'élec- 
trode occupe la position a-a, le rayon incident est réfléchi en a’ 
et tombe sur le point a” de la plaque de la caméra. Lorsque la rigole 
est en position b-b, le rayon va aux points b’ et b”. C’est la distance 
b” — a” qui est prise en considération pour évaluer Az. En inclinant 
systématiquement le projecteur pendant le mouvement du bras de 
robot conformément à un programme établi à l'avance, on obtient 
non seulement l'écart de la rigole par rapport à sa position théorique 
mais aussi les données sur les points les plus profonds de la rigole 
par lesquels l’électrode doit passer. 

En réalité le robot doué d’un tel appareil sensoriel exécute des 
mouvements beaucoup plus compliqués qu'ils ne paraissent de prime 


Fig. 3.5 


abord. Les processus de soudage et de mesure coïncident dans le 
temps mais sont décalés dans l’espace : le point de mesure se situe 
toujours en avant du point où l’électrode se situe à ce même instant. 
Les informations obtenues de cette manière sur les erreurs de posi- 
tion et les imperfections géométriques de la rigole doivent servir à 
la correction du mouvement de la pince du manipulateur. Les signaux 
de correction intervenant dans une portion rigoureusement définie 
du programme font varier non seulement la position de l’électrode 
mais aussi celle du détecteur qui génère à cet instant l'information 
qui se rapporte à l’écart de la rigole dans un autre point. L'’interac- 
tion des sous-systèmes informatif et moteur prend alors une allure 
extrêmement compliquée, parfois imprévisible. 

On voit fig. 3.5 le schéma bloc simplifié d’une installation expé- 
rimentale. Ici le manipulateur « Unimate» porte le détecteur 5 
décrit ci-dessus, placé en avant de l’électrode 4. Le programme de 
mouvement du robot est introduit à l'avance, comme d'ordinaire, 
dans le bloc 2 qui fonctionne en boucle fermée en commandant le 
robot quand le détecteur est hors d'action. Après la mise en action 
du détecteur, l’information acquise par celui-ci accède à l'ordinateur 
1 pour y être traitée, en même temps que l'information venant depuis 
le bloc programme 2. Le programme corrigé par l'ordinateur va 
remplacer le programme a priori dans le bloc 2 et est utilisé pour 
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la commande du mouvement de l’électrode. D’après les données 
publiées, la durée d'acquisition de l’image et d’introduction de cette 
information dans la mémoire tampon varie entre 10 et 66 ms. Le 
traitement de l’image, en fonction de la complexité de la scène, 
dure 100 à 500 ms (ordinateur PDP-11/40). La pièce étant immobile, 
les erreurs du système ne dépassent pas 1,2 mm *). 


$ 3.4. Surface informative 


Dans le schéma de principe d’un RA proposé dans (54, 95] l’ap- 
pareil sensoriel est constitué par une matrice fixe composée d’élé- 
ments sensibles discrets ponctuels (ES). Cette matrice, appelée 


Fig. 3.6 


surface informative (SI), forme une zone de travail à l’intérieur de 
laquelle le robot devient capable de réagir à la présence d’objets, 
donc adaptatif. 

Le schéma bloc de ce RA (fig. 3.6) comprend: 

— un sous-système de motricité; 

— un sous-système d'information; 

— un sous-système de commande. 

Le sous-système de motricité est un bras mécanique J avec pince 2 
muni de capteurs pour boucles de retour internes. 

Le sous-système d’information comprend la SI et un écran de 
visualisation de la scène dans la zone de travail du robot. La SI 
désignée par le repère 3 sur la figure 3.6 comporte un réseau d'élé- 
ments sensibles ponctuels électriquement actifs. La densité du réseau 


*) Depuis la remise à l'éditeur de notre manuscrit, les RI de soudage à 
l'arc dotés d’appareils sensoriels et de systèmes de commande adaptative ont 
franchi le stade des prototypes et ont été industrialisés. En 1983, plus d'une di- 
zaine de sociétés américaines proposaient des ensembles robotisés destinés au sou- 
dage à l'arc classique et aux procédés spéciaux tels que MIG, TIG, laser. 

Les réalisations en soudure à l'arc robotisée sont présentées, par exemple, 
dans la revue Robotics Today, 1983, t. 5, n°4. 
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est fonction du degré de précision demandé de la mesure d'objets. 
La SI peut réaliser une série de fonctions: 

— reconstituer sous forme extrêmement simplifiée la scène dans 
la zone de travail du robot, donnant ainsi la possibilité de compren- 
dre avec une précision suffisante la situation dans laquelle opère 
le robot; 

— fournir l'information tant sur les positions et mouvements 
du robot lui-même que sur ceux des objets fixes et mobiles 5 qu’il 
note avec sa pince dont le capteur 4 est lié à chaque instant à 

a Si; : 

— reproduire des situations différentes avec des moyens relative- 
ment simples et simuler les tâches et les décisions les plus variées 
afin d'étudier les particularités 
des opérations effectuées par le 
robot et de mettre au point les 
algorithmes de commande opti- 
maux. 

La SI est électriquement liée 
à l'écran 6 sur lequel est visua- 
lisée la situation dans la zone de 
travail du robot. Le retour visuel 
permet à l’opérateur humain de 
prendre une part active au fonc- 
tionnement du système dans son Fig. 3.7 
ensemble. 

Le sous-système de commande comprend l’unité de commande 7 
reliée par les interfaces 8 et 9 au bras mécanique et à l'écran. 

La SI est un dispositif à contact. Il génère les informations à 
condition que les objets manipulés possèdent une face d'appui plate 
et, en fonction de leurs dimensions et forme, agissent sur un certain 
nombre d'éléments sensibles de la matrice, envoyant des signaux 
dans les circuits électriques appropriés du dispositif. Cette circons- 
tance limite certainement la faculté du robot de manipuler les 
objets de forme spatiale quelconque; l'information obtenue ne con- 
cerne que la forme de la face d'appui de l’objet posé sur la SI. 

On peut cependant « voir » l’objet tridimensionnel à face d'appui 
plate et reconnaître sa position en remplaçant les éléments à con- 
tact de la SI par des capteurs d’ultrasons. Le principe de fonctionne- 
ment d’un tel dispositif est le suivant (fig. 3.7). La SI représente 
un réseau de transducteurs à ultrasons dont chacun est défini en 
position par deux coordonnées z;,, y,. Connaissant les coordonnées 
des transducteurs recouverts par l’objet, on en tire l'information sur 
la forme et les dimensions de sa face d'appui. Une information addi- 
tionnelle relative à la forme spatiale de l’objet peut être obtenue 
en mesurant sa hauteur, c’est-à-dire la coordonnée z; en chaque point 
recouvert (z;, y). Ce but est réalisé par la méthode d’échographie à 
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ultrasons [95]: les transducteurs sont attaqués par des impulsions 
d'exploration successives de durée inférieure à 1 us et d’une ampli- 
tude de 100 à 150 V. Les émetteurs excités par ces impulsions en- 
voient une onde ultrasonore dans l’objet qui agit sur les capteurs. 
L’onde se propage dans le matériau de l'objet et. réfléchie sur sa 
frontière supérieure, revient vers le capteur qui la transforme en 
impulsions de retour électriques. La vitesse de propagation v des 
ultrasons étant connue, la hauteur FX de l’objet mesurée au droit de 
l'élément sensible donné s’avère proportionnelle au temps de par- 
cours et de retour £ de la distance séparant le capteur de la frontière 
supérieure (H = tv/2). 

L'emploi de la SI comme appareil sensoriel du RA simplifie 
considérablement les procédures de traitement de l'information, 
surtout grâce à la suppression des bruits et à la diminution notable 
(en comparaison avec la caméra de TV) du nombre d'éléments 
sensibles (ES). Il faut dire que les recherches en reconnaissance auto- 
matique des images tridimensionnelles obtenues au moyen d’une 
caméra de télévision ordinaire utilisée dans le système de vision 
artificielle des robots sont poursuivies depuis longtemps et ont déjà 
donné des résultats encourageants. 

Cependant les problèmes de classification et de mesure d'objets 
plans disjoints recouvrant des groupes d’ES discrets, dont chacun 
est un élément de structure isolé d’un tableau d'informations, ne 
sont posés et résolus que depuis quelques années. 

Pendant les années écoulées entre la rédaction du manuscrit et 
la publication de ce livre, les RA ont parcouru le chemin depuis les 
prototypes isolés jusqu'aux modèles produits en série et largement 
utilisés dans l’industrie, surtout pour l'automatisation des processus 
de soudage à l’arc (nous en avons déjà parlé) et des opérations d’as- 
semblage. La théorie des systèmes sensoriels des RA, qui n’est pas 
encore construite, doit être considérée comme un chapitre important 
de la théorie générale des robots. D'autre part, l'architecture et les 
principes de fonctionnement de la plupart des équipements sensoriels 
existants ne sont pratiquement pas liés aux bras manipulateurs des 
robots décrits dans ce livre. Nous nous sommes donc borné, dans ce 
chapitre, à citer les quelques exemples précédents qui illustrent 
certaines possibilités fonctionnelles des RA contemporains. 

La plupart des équipements sensoriels livrés avec les RA utilisent 
le principe de la vision artificielle (il est significatif que les confé- 
rences internationales organisées depuis quelques années sur les 
systèmes sensoriels pour les robots sont appelées Conference on 
Robot Vision and Sensory Controls). Les questions liées à la vision 
artificielle prennent donc une importance de plus en plus grande, 
vu que les caractéristiques des systèmes de vision artificielle et la 
ue des algorithmes déterminent largement l'efficacité des 

A. 
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A mesure que les RA s’industrialisent, on observe une nette 
tendance à construire le système d'acquisition de l’image sous forme 
d’un arrangement bidimensionnel de photodiodes ou d’autres com- 
posants opto-électroniques discrets [75]. Les caméras à éléments 
discrets utilisent les mêmes principes de présentation de l’infor- 
mation sur les objets exhibés que la SI décrite plus haut ; les éléments 
optiques isolés de la caméra jouent le rôle d’ES. Il y a plus: les 
mêmes principes restent valables pour certains systèmes sensoriels 
tactiles constitués par une matrice de détecteurs de contact, bien 
que les éléments sensibles d’une telle matrice soient nettement moins 
nombreux que les cellules sensibles d’une caméra. 

Quelle que soit la nature physique des éléments sensibles for- 
mant la matrice, la question principale reste le nombre optimal des 
ES en rapport avec la tâche concrète du RA doté de l'appareil sen- 
soriel en question. Moins nombreux et moins serrés sont les ES, 
moins le système est onéreux et plus le traitement de l'information 
optique est rapide. Par contre, le pouvoir de résolution du système 
optique diminue, ce qui nuit à la qualité de l’image. 

Le compromis optimal entre les critères énumérés est d'autant 
moins facile à atteindre que, si l’on connaît une relation exacte entre 
le coût du système et le nombre de ses ES (et aussi, quoique d’une 
façon moins évidente, entre le coût et la rapidité de fonctionnement), 
on ignore pratiquement l'incidence du pouvoir de résolution [75]. 

Il est important de connaître la valeur du pouvoir de résolution 
à adopter dans la matrice d'ES discrets pour la raison suivante: 
les algorithmes d'exploitation de l'information (identification des 
objets, reconnaissance des positions et orientations, détermination 
de la taille, toutes ces fonctions étant réalisées ensemble ou séparé- 
ment) sont purement heuristiques dans la plupart des cas et viennent 
ajouter aux erreurs propres du système, dues à son caractère discret, 
une série d'erreurs « algorithmiques » inhérentes à l’algorithme donné 
et provenant du fait que ce dernier n'exploite pas une partie de 
l'information fournie par l’image de l'objet. Si donc tel algorithme 
d'exploitation n'a pas assuré une résolution suffisamment précise 
du problème de traitement de l'image discrétisée, cela peut être 
incriminé non seulement au système d'acquisition d'image à pou- 
voir de résolution trop faible mais aussi à l'algorithme employé 
trop « grossier ». 

Compte tenu de ce qui précède, nous avons décidé de rédiger un 
Appendice dans lequel nous développons à notre façon les éléments 
de théorie de la précision des systèmes sensoriels bidimensionnels 
discrets des robots. Nous y considérons le problème de mesure du 
rayon d’un objet rond; les algorithmes proposés utilisent entière- 
ment l'information dégagée de l’image et sont donc libres d'erreurs 
algorithmiques. Dans le contexte de ce problème, nous établissons 
les estimatiens des erreurs propre ou instrumentale des réseaux ré- 
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guliers d'ES de géométries différentes, estimations qui permettent 
de se faire une idée suffisamment nette du pouvoir de résolution des 
systèmes sensoriels bidimensionnels discrets dans la gamme « cri- 
tique », c’est-à-dire dans les cas où la taille de l’objet est commensu- 
rable avec le « pas » du réseau et le caractère discret de l’image res- 
sort avec le plus d’évidence. 

Soulignons toutefois que les applications robotiques ne sont pas 
l'explication unique de la raison d’être de cet Appendice. Les mé- 
thodes utilisées dans l'Appendice, basées sur l'étude des propriétés 
intrinsèques du système et l’élaboration des estimations intégrales 
correspondantes, sont semblables à celles qu’on applique dans le 
corps de l'ouvrage. Nous allons montrer dans les chapitres qui 
suivent que la nécessité des estimations intégrales des propriétés 
intrinsèques du BM tient à ce que les propriétés indiquées ne sont 
pas les mêmes en divers points de l'espace de travail et pour diverses 
configurations du BM. D'une façon parfaitement analogue, l'erreur 
instrumentale d’un système sensoriel bidimensionnel discret dépend 
largement de la présentation de l'objet vis-à-vis du réseau d’ES 
et est donc susceptible de varier d’une façon notable. On est donc 
amené, en décrivant la précision instrumentale des réseaux bidi- 
mensionnels dans différentes applications (variation de l'erreur de 
mesure en fonction de la taille de l’objet, précision du réseau en 
rapport avec sa géométrie..….), à utiliser les estimations intégrales 
basées sur l'hypothèse de présentation aléatoire de l’objet au système 
sensoriel du robot. 


CHAPITRE 4 


PROPRIÉTÉS GÉOMETRIQUES DES BM. 
PORTÉE 


$ 4.1. Eléments de théorie des BM 


Les trois chapitres précédents sont consacrés à la structure des 
BM. Nous passons à l’exposé des éléments de théorie des BM. Le 
lecteur a déjà pu se faire une idée de la diversité des problèmes qui 
se posent lors de l'étude et de la conception des appareils de robo- 
tique. Il est donc important de cerner dès le début les questions qui 
sont traitées dans le présent chapitre et les chapitres 5 à 9. Ils sont 
entièrement réservés aux propriétés intrinsèques des BM, mécaniques 
et algorithmiques, aux méthodes de leur détermination et de leur 
estimation quantitative. Une notion générale des propriétés des 
BM a été donnée aux chapitres précédents; elles sont récapitulées à 
la première colonne du tableau 4.1 qui suit. 

Bien que nouvelle en théorie des robots, l’idée d'utiliser les pro- 
priétés intrinsèques des BM à la résolution de toute une série de 
questions théoriques et pratiques de la robotique n'en possède pas 
moins, sur le plan méthodologique, d’analogies directes en théorie 
des vibrations mécaniques, par exemple. On sait qu'en théorie des 
oscillations une place importante est réservée à l’étude des propriétés 
fréquentielles et dissipatives du système oscillatoire qui déterminent 
en fin de compte ses propriétés intrinsèques. Connaissant ces pro- 
priétés, on répond facilement à une série de questions concernant la 
réaction du système à une excitation extérieure. Souvent il est 
possible de ramener l'étude d’un système oscillatoire à une analyse 
de ses propriétés intrinsèques. Une théorie des oscillations qui ne 
comporte pas une étude détaillée des propriétés intrinsèques du 
système élastique est aujourd'hui impensable. 

On a toutes les raisons de croire qu’une théorie des robots doit 
s’édifier sur des principes analogues. Il n’y a pas de doute que l’étude 
des propriétés intrinsèques des BM, les méthodes de leur calcul cons- 
tituent un chapitre à part d’une telle théorie. Plus on connaît sur 
les possibilités d’un appareil de robotique, plus diversifiées et 
efficaces peuvent être ses applications. 

Nous avons énuméré au tableau 4.1 des propriétés intrinsèques 
des BM. Il se pose une question toute naturelle de savoir dans quelle 
mesure cette liste est exhaustive. 


412 PROPRIÊTES G£OMETRIQUES DES BM. PORTÉE (CH. 4 


Tableau 4.1 
Propriétés intrinsèques d'un BM Opération élémentaire ‘ae Lie 
pitre 
Portée Positionnement 4 | [38] 
Géométriques | — 
Maniabilité Orientation | 5 is 
Précision De précision | Can | 6 | [44] 
£ Mobilité Déplacement | 7 | [44] 
E Ciémtiques | çû —  —— 
Ë Reprise Démarrage | 7 | [39] 
Compliance Chargement | 8 | [59] 
Statiques 
Pouvoir-porteur Maintenance | 8 | [39] 
Mnémonicité 2 | [58] 
Ê Economie De commande Déplacement 9 | (61] 
D © . 
25 Vélocité 9 | (61] 


Disons tout de suite que nous n'avons pas mentionné leurs pro- 
priétés fréquentielles et dissipatives. Des propriétés qui peuvent 
caractériser les qualités dynamiques des BM nous n'avons retenu 
que la reprise. Les questions relevant de la dynamique des robots ne 
sont pratiquement pas traitées dans cet ouvrage. Non parce que 
nous les refoulons au second plan. Bien au contraire: elles sont si 
nombreuses et si ardues qu'elles méritent d’être traitées à part. 
Pour illustrer cette idée, penchons-nous sur le problème des vibra- 
tions dans les appareils de robotique. 

Les oscillations et les vibrations des mécanismes constituant un 
BM représentent un effet secondaire nuisible accompagnant le mouve- 
ment principal que le BM en question effectue pour accomplir la 
tâche qui lui est assignée dans le processus technologique. Ce mouve- 
ment principal peut dans le cas général être non périodique ou bien 
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sa période peut avoir une structure complexe comportant plusieurs 
étapes successives de démarrage et de freinage. Dans les deux cas 
on est amené à considérer des régimes non stationnaires de mouve- 
ment. Le problème se complique davantage par suite de la non- 
linéarité du système. En principe, les méthodes développées plus 
bas peuvent être appliquées à l’analyse des propriétés fréquentielles 
et dissipatives du BM, mais les difficultés majeures liées à la non- 
stationnarité du mouvement principal et la non-linéarité du système 
rendent impossible une description plus ou moins complète et ex- 
plicite des propriétés qui nous intéressent et leur application à l’éva- 
luation des propriétés dynamiques générales du BM. 

Dans ces conditions, on ne peut espérer décrire, d’une façon plus 
ou moins exhaustive, le comportement dynamique du BM, dans 
un certain régime particulier, qu’en résolvant le problème direct 
traditionnel de la dynamique, formulé relativement à ce régime 
(81, 88]. Même avec les restrictions mentionnées, le problème de la 
dynamique ne peut être posé que pour les dispositifs automatiques 
du type robots industriels. En ce qui concerne les télémanipulateurs, 
il est impossible de bien poser ce problème puisque dans des systèmes 
biotechniques on doit compter avec les efforts musculaires de l’opé- 
rateur — une classe particulière de forces qui n’est pas susceptible 
d'une description dans le langage de la mécanique rationnelle 
($ 2.4). Dans le cas des robots adaptatifs, le problème de la dynamique 
ne peut pas être séparé du problème général du « comportement » 
complexe du robot, puisque les signaux de commande ne sont pas 
définis à l'avance, mais sont élaborés au cours du fonctionnement du 
‘BM, de ses sous-systèmes sensoriel et d'intelligence artificielle. Dans 
les conditions de la redondance motrice, en présence d’obstacles 
dans l’espace de travail, le comportement du robot devient tellement 
complexe que sa description, même quasi statique, est liée à de 
très grandes difficultés (cf. ch. 9). 

Ainsi donc, le niveau actuel des connaissances ne permet pas 
d'évaluer toutes les propriétés dynamiques des robots, surtout lors- 
que leurs mouvements sont liés à la participation active de l'homme 
ou bien s'effectuent dans des conditions qui ne sont pas complète- 
ment définies. Quant aux propriétés non dynamiques (elles sont 
énumérées au tableau 4.1), les méthodes développées plus bas four- 
nissent les moyens de les apprécier aussi complètement que cela est 
nécessaire à la résolution d’un large spectre de questions concernant 
l'étude, la conception et l'application de différents systèmes de 
robotique. 

Le tableau 4.1 appelle encore quelques remarques. La mnémo- 
nicité est la propriété spécifique des systèmes biotechniques. On 
n’a besoin de la considérer que lorsqu'il s’agit des appareils à com- 
mande manuelle, tels les télémanipulateurs usuels, ou bien des 
systèmes à commande supervisée. Pour apprécier la qualité de com- 
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mande on aura recours à des méthodes expérimentales du genre de 
celles décrites au ch. 2 

L'économie et la vélocité, telles qu’elles sont définies dans cet 
ouvrage, sont des propriétés spécifiques des robots automatiques, 
adaptatifs ou non. 

Les autres propriétés des BM figurant au tableau 4.1 présentent 
aussi un intérêt certain, que le manipulateur soit commandé par 
un opérateur humain ou automatique. Il va de soi qu’en fonction de 
la vocation du robot varie l'importance relative des différentes 
propriétés ou de leurs combinaisons, tout comme varie l'importance 
des différentes exigences imposées au robot industriel destiné au 
chargement dans une machine-outil de lourdes pièces brutes ou bien 
au robot de soudage qui doit réaliser une soudure avec une précision 
prescrite. Plus, il faut s'attendre à ce que de nouvelles exigences 
seront formulées vis-à-vis des robots, qui devront être dotés de 
propriétés nouvelles, à mesure que la robotique évolue et se cherche 
de nouvelles vocations. 

La colonne intitulée « Opération élémentaire » du tableau 4.1 
appelle aussi des commentaires détaillés. Ils sont donnés au $ 4.2. 
Enfin, on indique dans les deux dernières colonnes le chapitre où 
sont traitées en détail les propriétés correspondantes et les références 
dans lesquelles ces propriétés ont été pour la première fois introduites 
en considération. 

Bien que les propriétés intrinsèques des BM soient multiples 
(le tableau 4.1 fait mention de huit propriétés mécaniques et de 
deux propriétés algorithmiques), elles sont analysées toutes selon 
une méthode unique. Ce sont la communauté du but et de la méthode 
d'étude et l'identité des problèmes qu'on a à résoudre dans chaque 
cas qui permettent de réunir toutes ces différentes propriétés dans 
le cadre d’une théorie unique. La base de cette théorie est constituée 
par la méthode des opérations élémentaires. Les opérations élémentaires 
sont les éléments types les plus simples des différents mouvements 
qui rendent compte de tous les aspects du fonctionnement d’un 
BM sans dépendre de son architecture ($ 4.2). 

Par suite de la non-linéarité du BM, ses propriétés sont diffé- 
rentes en différents points de l’espace de travail (cf. $ 4.5). Par 
conséquent, le résultat de chacune des opérations élémentaires est 
fonction du point correspondant de l’espace de travail. L'étude des 
propriétés intrinsèques d'un BM se décompose donc en deux problè- 
mes fonctionnels: 

41) l’analyse de la possibilité d'exécution ou des résultats d’exé- 
cution d’une opération élémentaire déterminée en un point 
donné, 

2) la recherche de l'estimation globale de la propriété intrinsèque 
étudiée, estimation basée sur l’ensemble des résultats d'exécution 
des opérations élémentaires d’un certain type. 
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Le premier problème se résout pour chaque propriété du BM 
moyennant l'analyse de sa géométrie, de sa précision, de sa cinéma- 
tique et de sa statique ou bien des algorithmes de construction des 
mouvements; les méthodes utilisées à cette fin sont un développe- 
ment des méthodes de la théorie des mécanismes et tiennent compte 
de la spécificité des BM en tant que classe de mécanismes spatiaux 
ouverts actifs multifonctionnels à grand nombre de degrés de liberté: 

Le problème de construction des estimations globales se résout 
d’une façon identique pour toutes les propriétés par intégration sur 
l'ensemble des opérations élémentaires et (ou) l’ensemble des con- 
figurations du BM. Le principe de construction d’une estimation 
globale de la qualité d’un BM suivant lequel cette estimation s'ob- 
tient comme moyenne prise sur l’ensemble des estimations partielles 
a été énoncé dans (66, 115], puis développé dans 138. 44] et, à en 
juger par l’absence d'approche alternative, reste l’unique approche 
possible d'étude des BM, vu leurs très grande diversité et poly- 
valence. 

La solution du premier problème constitue, pour chacune des 
propriétés, une étape préliminaire indispensable de construction de 
l'estimation globale. Or, sur le plan méthodologique, ces deux pro- 
blèmes sont nettement différents. Si l’on connaît les paramètres 
géométriques d’un BM et les caractéristiques de ses actionneurs, 
l'étude des opérations élémentaires permet de juger de la possibilité 
de réaliser tel ou tel mouvement, c’est-à-dire représente un problème 
d'analyse de chaque mouvement concret. Les estimations globales 
caractérisent la motricité d’un BM dans sa forme la plus générale, 
si bien qu’on peut les considérer comme critères de qualité du BM 
et poser à leur base le problème de synthèse pluricritérielle des BM 
qui a connu un développement intense ces dernières années, en 
particulier en théorie des machines et des mécanismes [106]. 

Les deux problèmes dont nous venons de parler n’épuisent pas à 
eux seuls le contenu de la théorie des BM que nous allons exposer. 
Pour chaque propriété, sauf la portée et la maniabilité, il peut être 
réalisé, dans chaque configuration, toute une famille d'opérations 
élémentaires de même type. D'autre part, en cas d’une redondance 
motrice, à chaque point de l’espace de travail correspondent plu- 
sieurs configurations différentes. On aboutit alors au problème 
d'optimisation qui porte non plus sur la structure et les paramètres 
du BM, mais sur les configurations successives qu’il prend au cours 
du mouvement. En d’autres termes, il se présente une possibilité 
d’une gestion optimale de telles ou telles propriétés du BM. Il 
devient possible d'imposer au BM des lois de mouvement qui pré- 
senteraient des caractéristiques correspondantes optimales. Théori- 
quement, on peut essayer d'optimiser n'importe laquelles des pro- 
priétés envisagées, mais du point de vue pratique il serait visible- 
ment intéressant d'agir sur la précision, par exemple (cf. $ 6.3), 
ge 
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._ Disons tout de suite que ni les méthodes d’une telle optimisa- 
tion, ni les questions relevant d’une synthèse pluricritérielle ne 
sont traitées dans cet ouvrage. Le fait est que les seules méthodes 
spécifiques des BM sont les méthodes de construction des fonctions 
à optimiser, c’est-à-dire les algorithmes permettant de calculer leurs 
valeurs en tout point de l’espace de configurations multidimension- 
nel du BM (en cas de contrôle de la qualité) ou ses paramètres (en 
cas de synthèse paramétrique). Bien qu'impliquant des calculs 
volumineux et ardus, l’étape d'optimisation n’en relève pas moins 
des méthodes générales de calcul d’un extrémum. 


$ 4.2. Opérations élémentaires 


Pour expliquer l'idée de la méthode des opérations élémentaires, 
tournons-nous vers l’exemple d’un système oscillatoire classique. 
On sait que toute étude des oscillations libres du système commence 
par ce qu’on le fait quitter sa position d'équilibre: on lui imprime 
un déplacement initial ou une vitesse initiale. Une telle « opération 
élémentaire » permet par la suite, en observant les résultats de son 
exécution, de juger des propriétés oscillatoires du système et d'établir 
leurs estimations quantitatives (estimer la fréquence d’oscillations 
libres, le décrément d'oscillations, etc.). Remarquons que les choses 
ne sont aussi simples que lorsque le système considéré est linéaire. 
En cas de systèmes non linéaires, il faut évidemment introduire 
dans l'opération élémentaire de déplacement initial un paramètre 
scalaire, à savoir la valeur du déplacement. La fréquence d’oscilla- 
tions libres se trouve être différente pour différentes valeurs du 
déplacement ; par conséquent, l'estimation quantitative de la pro- 
priété intrinsèque est fonction du paramètre de l'opération élémen- 
taire. 

La richesse fonctionnelle des BM et la multiplicité de leurs pro- 
priétés intrinsèques font qu'une seule opération élémentaire ne 
suffit plus pour les décrire. Explicitons notre idée sur l'exemple 
d’une tâche de manipulation. 

Assignons à un BM la tâche d'assurer à la pince le suivi d’une 
courbe à une précision et une vitesse données. Ceci signifie qu’en 
chaque point de la trajectoire l’état de la pince du BM est soumis à 
certaines conditions auxquelles doivent satisfaire ses propriétés 
correspondantes, géométriques et mécaniques (cinématiques, de 
précision, etc.). Chaque mouvement est susceptible d'une description 
formelle à l'aide d’une collection de conditions instantanées indé- 
pendantes. L'importance de différents types et différentes combi- 
naisons de telles conditions dépend du processus technologique. 

Pour assurer le suivi d’une certaine courbe à une précision donnée 
il faut réaliser une séquence continue d'opérations élémentaires 
ayant chacune pour tâche de positionner la pince dans un volume 
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restreint, de centre au point donné de la trajectoire. La possibilité 
d'exécution d'une séquence d'e opérations élémentaires de position- 
nement précis » de la pince caractérise la très importante propriété 
du BM, à savoir sa précision. 

Par opération élémentaire de positionnement précis nous allons 
entendre la tâche suivante: amener le point caractéristique C de la 
pince dans le voisinage donné U, du point x de l’espace de travail 
du BM. 

Pour faire suivre à la pince une certaine courbe à une vitesse 
donnée, il faut réaliser une séquence d'opérations élémentaires d’un 
autre type. Au tableau 4.1, ce type d'opérations porte le nom d'’opé- 
ration élémentaire de déplacement. Nous la définissons comme suit: 
assurer que le point C de la pince possède au point x de l’espace de 
travail du BM un vecteur vitesse v = (u1, Le, Vs). 

De même que la possibilité d'exécution d’opérations élémen- 
taires de positionnement précis caractérise la précision d'un BM, la 
possibilité d'exécution d'opérations élémentaires de déplacement 
détermine son autre propriété, non moins importante, à laquelle 
nous avons donné le nom de mobilité. 

La théorie des BM est justement appelée à répondre à la question, 
difficile et importante, de savoir quel est l’assortiment suffisam- 
ment complet de différents types d'opérations élémentaires, qui per- 
mette de caractériser toutes les propriétés intrinsèques les plus 
significatives d'un BM. Les propriétés qui ont été dégagées et étu- 
diées lors de la mise au point de la méthode des opérations élémen- 
taires, sont décrites dans l’Introduction et énumérées au tableau 4.1. 
Cela n’exclut certes pas l'éventualité d’une complétion, dans l'ave- 
nir, de cette liste des propriétés significatives d'un BM et de la 
construction de nouvelles opérations élémentaires qui constitueraient 
la base méthodologique naturelle pour la description quantitative 
de ces propriétés. Pour le moment on se bornera aux propriétés dé- 
crites plus bas qui, semble-t-il, permettent de caractériser d’une 
façon assez complète les qualités les plus importantes d’un BM et 
de juger de ses aptitudes. 

La non-linéarité du BM implique, pour pouvoir apprécier la 
précision du suivi d’une trajectoire donnée, une analyse de l’opé- 
ration de positionnement précis dans plusieurs points de la trajectoire, 
Le fait est que l'erreur globale de positionnement de la pince repré- 
sente la somme vectorielle des erreurs dues aux erreurs du système, 
dites primaires (cf. $ 6.2). La configuration du BM change continü- 
ment lorsque la pince suit la trajectoire donnée. La « contribution » 
qu’apporte telle ou telle erreur primaire à la résultante n'est pas 
constante, mais varie en fonction de son « rapport de transmission » 
qui représente une fonction vectorielle des coordonnées généralisées 
du BM. La gamme de variation des rapports de transmission caracté- 
rise le « degré de non-linéarité » du BM. On verra par la suite que 
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cette gamme peut être assez étendue, si bien que cette question 
nécessite une étude détaillée dans chaque cas particulier. 

La non-linéarité du BM affecte toutes ses propriétés intrinsèques, 
mais différemment. Pour toutes les propriétés énumérées au tableau 
4.41, sauf les deux premières, on peut, comme pour la précision, 
représenter les résultats d'exécution des opérations élémentaires 
correspondantes par la somme des « contributions » apportées selon 
chaque degré de mobilité du BM; la source de la non-linéarité 
reste, dans ce cas aussi, la dépendance des fonctions de transmission 
par rapport à la configuration du BM. 

Il en est tout autrement des propriétés géométriques du BM 
(portée et maniabilité). Ici le résultat d'exécution d’une opération 
élémentaire ne se « décompose » pas en somme des contributions 
suivant les différentes coordonnées généralisées, mais représente 
une fonction non linéaire des valeurs mêmes de ces coordonnées 
(indépendamment des caractéristiques des actionneurs correspon- 
dants du BM). Cette particularité des propriétés géométriques déter- 
mine leurs méthodes d’analyse. Les méthodes linéaires se trouvent 
inapplicables à l’étude des propriétés géométriques : la non-linéarité 
du BM se manifeste en chaque point de la trajectoire et non seule- 
ment au changement du point. Les autres propriétés admettent la 
« décomposition » du résultat de l'opération élémentaire en somme 
des composantes et peuvent donc être analysées par des méthodes 
linéaires pour une configuration fixée du BM. 

En raison de la non-linéarité prononcée des BM, on applique 
la méthode des opérations élémentaires non seulement pour déter- 
miner les différentes propriétés intrinsèques des BM, mais aussi 
pour décrire la répartition de ces propriétés dans l’espace de travail 
et l'espace de configurations. Le haut degré de polyvalence des 
BM rend indispensable l’élaboration de telles méthodes. 

Les méthodes classiques de la théorie des mécanismes peuvent 
être appliquées à l’étude des propriétés d’un BM aux points d’une 
ou de plusieurs trajectoires du mouvement de la pince pour une 
classe restreinte des lois de mouvement. Pourtant cette approche 
ne permet pas de décrire ces propriétés aussi complètement qu'il 
le faut. On a besoin d’'estimations globales qui embrassent tout 
l’espace de configurations, toute la famille des mouvements permis 
dans cet espace. Autrement dit, les estimations doivent être adéquates 
à la propriété essentielle du système qu'est sa polyvalence élevée. 
La méthode des opérations élémentaires permet de construire ces 
estimations et d'élaborer des critères de qualité généraux adéquats 
caractérisant tel ou tel BM. 

Chaque type d'opération élémentaire se décrit par des valeurs 
déterminées de ce qu’on appelle paramètres d’opération élémentaire. 
En faisant varier les valeurs de ces paramètres, on arrive à décrire 
toute la famille d'opérations élémentaires réalisables du type consi- 


$ 43] ÉLÉMENTS DE GPOMÊTRIE D'UN BM. MPTHODE MATRICIELLE 119 


déré. En prenant la moyenne des résultats d'exécution d’une opéra- 
tion élémentaire sur l’ensemble des valeurs de ses paramètres, on 
obtient l'estimation quantitative de la propriété correspondante du 
BM, dont le degré de certitude est limité à l’ensemble des paramètres 
choisi. Si l'ensemble des paramètres est complet, on obtiendra une 
estimation globale de la propriété du BM. 

Le fait que, pour construire des estimations globales, on prend 
la moyenne sur toutes les valeurs des paramètres des opérations 
élémentaires répond à l’hypothèse de l’absence de toute informa- 
tion a priori quant aux caractéristiques quantitatives des tâches mo- 
trices à réaliser par le BM en question. Une telle hypothèse tient plei- 
nement compte du haut degré de polyvalence des BM. Disposant 
de pareilles informations, on peut en général tenir compte de la 
« priorité » des valeurs déterminées des paramètres des opérations 
élémentaires en se donnant les fonctions de répartition muültidimen- 
sionnelles correspondantes et en construisant les estimations globa- 
les comme intégrales prises sur ces répartitions (la moyennisation 
traduit la répartition uniforme des paramètres). Ainsi donc, on peut 
considérer les estimations globales des propriétés d’un BM comme 
des caractéristiques statistiques décrivant sa mobilité en rapport 
avec la distribution des probabilités donnée sur l'ensemble des 
paramètres des opérations élémentaires [36]. 


$ 4.3. Eléments de géométrie d’un BM. 
Méthode matricielle 


Du point de vue structural, la géométrie d’un BM est relative- 
ment simple. On sait qu’un BM représente une chaîne d’éléments, 
ou de segments, reliés par des couples cinématiques. Cependant, la 
disposition spatiale des segments et la configuration variable du BM 
au cours de ces mouvements compliquent notablement les problè- 
mes de description de ses caractéristiques géométriques, cinémati- 
ques et dynamiques. 

On sait qu’en théorie des mécanismes, ces problèmes se résol- 
vent par différentes méthodes: analytiques, géométriques, vecto- 
rielles. Nous nous servons le plus souvent de la méthode matricielle 
{31}, présentant toute une série d'avantages : simplicité et commodité 
d'écriture des formules, applicabilité au calcul numérique, uni- 
formité d'analyse des chaînes cinématiques aussi bien ouvertes que 
fermées. 

La suggestivité de la méthode matricielle est liée à la possibilité 
d'interpréter géométriquement la matrice comme une transforma- 
tion de vecteurs qui décrivent un même point de l’espace dans diffé- 
rents systèmes de coordonnées. L'idée de cette méthode est la sui- 
vante. 


Attachons à chaque segment d’un BM un repère mobile et à la 
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base, un repère fixe, celui de base. Le passage du repère j attaché au 
segment j, au repère précédent j — 1 se décrit par une transforma- 
tion linéaire dont les paramètres dépendent uniquement des valeurs 
des coordonnées généralisées du couple cinématique reliant ces 
segments. Ayant défini pour chaque couple cinématique du BM la 
transformation correspondante, on obtient les coordonnées de n'im- 
porte quel segment dans le repère de base en effectuant successive- 
ment les transformations en question. 

Décrivons la transformation qui permet de passer du repère j 
au repère j — 4, attachés respectivement aux segments adjacents 
j et j — 1 du BM. Supposons que ces segments sont liés par un cou- 
ple de rotation. Nous verrons 
plus loin que les relations que 
nous allons déduire restent 
vraies aussi pour des couples de 
translation, hélicoïdaux et cylin- 
driques, c'est-à-dire pour toutes 
les articulations qui définissent 
dans l’espace une droite: un 
axe de rotation et (ou) de trans- 
lation. 

Fig. 4.1 Les repères attachés aux seg- 

ments j et j — 1 sont montrés sur 

la figure 4.1. Convenons que les axes de coordonnées z;,, zj1, 2, 
sont portés par les axes des couples cinématiques de numéros j — 1, 
j, j +1, et que leur sens est choisi arbitrairement *). Les axes 
Zy-1, Zy Sont confondus avec les droites qui sont des perpendiculai- 
res communes aux AXES Ze, Zy-1 Ot Zy-1, Zy respectivement. La per- 
pendiculaire commune à un couple de droites non parallèles se dé- 
finit d’une façon unique; dans le cas d’axes parallèles, tels z;_, et 
z3, faisons passer la perpendiculaire commune zx; par le point O;. 
L'axe x; est dirigé de z;_,vers zj. Enfin, l'axe y}, sera choisi de façon 
à obtenir un trièdre direct. Les repères construits sont directement 
liés aux segments correspondants de la chaîne cinématique, car 
la position des axes des couples cinématiques reliant chaque segment 
aux deux segments adjacents est fixée par rapport à ce segment. 
Si H},est le point d’intersection des axes z; et z;_,, la position relati- 
ve des repères j et j — À est donnée par les paramètres suivants: 

6;, l'angle que fait l’axe z;_, avec la demi-droite menée par le 
point O;_, parallèlement à l’axe z;; 

ay, l'angle des axes z,., et z;; 

Sy, la longueur algébrique du segment O,_,H;; 

ay, la longueur algébrique du segment H,0, (les quantités s; et 

*) On remarque que les numéros des axes de coordonnées diffèrent de ceux 


des couples cinématiques. La raison en est que les repères sont attachés à des 
segments du BM et non à des couples. ë 
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a; peuvent être positives ou négatives suivant la position des ex- 
trémités des segments sur leurs axes porteurs). Autrement dit, pour 
passer du repère j — 1 au repère j il faut effectuer les transformations 
suivantes : 

tourner le repère j — 1 de l'angle 8; autour de l’axe z;_, afin de 
rendre parallèles x; et z;_,; 

déplacer l’origine des coordonnées de s; le long de l’axe z,., 
et de a; suivant la nouvelle direction de l’axe z;_, (c'est-à-dire de 
l'axe z;) afin de l’amener en O;; 

enfin, tourner de l’angle &; autour de l'axe x; pour amener en 
coïncidence les axes z;., et zj. En forme matricielle, les rotations 
sont traduites par la multiplication des vecteurs par les matrices *) 


cos 6, — sin 6, 0 14 0 0 
Ti CHE 6, cos6;, o) Ts CHE cosa; —sin a; | (3.1) 
0 0 1 0 sin, cosa;, 
et les déplacements, par l’adjonction des vecteurs 


8j = {(0, 0, Sj), ay = t(as, 0, 0). (3.2) 
On obtient en définitive 
xt = Ta (65) [Ta (œy) xŸ + ajl + sy, (3.3) 
où x et x/-1! sont deux vecteurs rapportés aux repères j et j — À 
respectivement. 


Cette relation peut être écrite sous une forme plus concise. A cet- 
te fin, introduisons en considération les vecteurs quadridimension- 
nels et les matrices carrées d'ordre 4. La dernière coordonnée de ces 
vecteurs est toujours égale à l’unité, tandis que les trois premières 
se confondent avec les trois coordonnées du point considéré, c’est-à- 
dire que x? — ‘(z/, y, zi, 1). Si l’on veut que la dernière coordonnée 
reste toujours égale à l’unité après la multiplication à gauche par 
une matrice d'ordre 4, la dernière ligne de cette matrice doit être 
de la forme (0, 0, 0, 4). Le passage aux vecteurs et matrices de ce type 
permet d'écrire la relation (3.3) sous la forme 


x= A, Ay= U, (8;) U, (as) (3.4) 
en se servant des matrices 
cos8; —sin6, 0 0 14 0 0 a; 


U, (8, = - 


sin, cos6 00! y (&) = 0 cosa; —sin a; 0 
0 0 45, | * . 0 sinæ, cosa; 0 
0 0 01 0 0 0 1 


*) Ces matrices voppeenent des cas particuliers de la matrice générale de 

rotation d’un système de coordonnées écrite à l’aide des cosinus des angles des 

_. coorrespondants. Les matrices (3.1) traduisent le rotation autour de l’un 
es axes. 
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Ainsi donc, les matrices d'ordre 4 définissent à la fois une rota- 
tion et une translation d’un système de coordonnées: la matrice de 
rotation se compose des éléments appartenant aux trois premières 
lignes et colonnes de la matrice d'ordre 4, et le vecteur de transla- 
tion est le résultat d’intersection des trois premières lignes de cette 
matrice avec la dernière colonne. 

La dépendance de la matrice À; et de la matrice inverse A; par 
rapport aux paramètres 0;, &;, sy, a; est la suivante: 


cos0; —sin6; cosa, sin6, sina; aÿcos0; 


A= 6; cos 6; cos ay —cos6; sin a, aysin 6; (3.5) 
sin a; cos a, S} 
0 0 0 1 
cos6; sin 6; 0 — 4} 
A; = —sin6;cosæ, cos6;cosa; sin; —s;sin a; .… (8.6) 
sin@;sinæ; —cos 0;sin a; cos a; —s;cos ay : 
0 


Un couple de rotation j se caractérise par la variation d’un seul 
paramètre, 6,, dont la valeur donne l’état de ce couple lors de sa 
rotation autour de son axe. Si le couple j est un couple de transla- 
tion, la relation (3.4) et les expressions (3.5), (3.6) des matrices 
Ajet A- restent en vigueur, seul varie le paramètre s;. Pour un 
couple hélicoïdal, les deux paramètres 6; et s; varient simultané- 
ment ; leurs accroissements A8; et As; sont liés par la relation 


A8;/27 = As;/L;, 


où L; est le pas d’hélice. Enfin, pour un couple cylindrique les para- 
mètres 6; et s; peuvent varier indépendamment l’un de l’autre. 

On voit que la structure de la matrice À; reste inchangée pour 
presque toutes les articulations utilisables dans la construction des 
BM. En même temps, dans la plupart des constructions existantes, 
la disposition relative des couples cinématiques adjacents représen- 
te un cas particulier de celui que nous venons de considérer, car 
seuls quelques-uns des paramètres 6,, &;, sj, a; sont différents de 
zéro (pour les angles 8;, «; la valeur x/2 est également spécifique, 
<ar dans ce cas l’une des fonctions, sinus ou cosinus, s’annule). Nous 
verrons plus loin quelques cas particuliers qui sont caractéristiques 
des couples cinématiques types des manipulateurs. 

Grâce à leur caractère universel, les matrices À; se prêtent bien 
à la description des paramètres géométriques des BM. On connaît 
les formules structurales donnant le nombre, le type et l'ordre de 
succession des couples cinématiques d'un BM. Cependant, ces for- 
mules ne tiennent pas compte des paramètres géométriques des BM: 
une même formule peut bien décrire plusieurs constructions qui 
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diffèrent par la longueur des segments et par les angles que forment 
les axes des couples cinématiques. D’après ce qui précède, les ca- 
ractéristiques géométriques d’un BM sont complètement définies par 
le nombre n» de ses segments mobiles (i.e. matrices À ;) et les valeurs 
de ceux des paramètres 6,, &j, sy, a; qui restent inchangés au cours 
du mouvement du BM (l’ensemble des valeurs des paramètres va- 
riables détermine la configuration variable du BM). Cette descrip- 
tion doit être complétée par la donnée des intervalles de variation 
admissibles des paramètres variables (cf. les inégalités (4.1) plus 
bas). Il est commode d'écrire cette information sous la forme d'une 
table composée de n lignes, où l’on indique dans l’ordre les valeurs 
des paramètres invariants et les intervalles de variation des para- 
mètres variables de la matrice correspondante À;. Au $ 4.4 on verra 
comment, d’après une table de ce genre, établir les conditions de 
dégénérescence d’une chaîne cinématique gauche en une chaîne pla- 
ne. 

Rappelons que le repère attaché au segment j est orienté suivant 
les axes des couples cinématiques j et j + 1. Pour cette raison, pour 
pouvoir appliquer (3.4) aux cas de j = 0 et j = nr il faut ajouter les 
conditions qui manquent, pour définir les repères associés à la 
base et à la pince du BM. Pour le repère de base, il est bon de choisir 
comme condition supplémentaire la relation x° — À,x!. Il faut pour 
cela que 

1) l’axe z, soit porté par l’axe du premier couple cinématique; 

2) l’angle 6, soit compté à partir de l'axe x, ; 

3) la quantité s, soit mesurée à partir du point O suivant l’axe 


Zo- 
Partout dans la suite, sauf mention du contraire, le repère de base 
est tel que nous venons de le décrire. 

Dans les repères de base, l'axe z, est en général vertical et le 
plan Ozxoyo, horizontal. Si la position du BM est telle que l’axe z, 
s’écarte de la verticale, on prendra comme repère de base le repère 
OËnt d’axe vertical &, et au lieu de (3.4) on posera pour j = 1 


x = AAix, (3.7) 


où À, est la matrice de passage de Oxoyoz0 à Ont. Ici et dans la sui- 
l'indice zéro sera omis chez les vecteurs écrits dans le repère de 
ase. 

Définissons maintenant le n-ième repère attaché à la pince du 
BM, en supposant que la chaîne cinématique est ouverte et qu'il 
n’y a pas de couple nr + 1. On peut alors diriger l’axe z, arbitraire- 
ment. Nous allons considérer un cas, important pour la pratique, 
où la pince est symétrique par rapport à son axe longitudinal lequel 
sera pris pour l’axe z, (il lui correspond sur la figure 4.2 le vecteur 
unitaire e.). Les axes x, et y, se définissent sans ambiguïté par les 
directions données de z, et z,. Le point C d'intersection de l’axe 
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zn et de la droite passant par les centres des mâchoires de la pince 
sera considéré comme son point caractéristique. Le rayon vecteur 
de C s'écrit dans le repère r comme ‘(0, O, L). La position et l’orien- 
tation dans l’espace de la pince regardée comme un solide sont dé- 
finies par les coordonnées du point C dans le repère de base et par les 
cosinus directeurs des axes z,, Yn, Zn. 

Dans la majorité écrasante des constructions des pinces de BM, 
les centres de leurs mâchoires suivent, dans leur mouvement d'ou- 
verture et de fermeture, la droite passant par le point C ; on peut 
caractériser cette droite par ses cosinus directeurs dans le r-ième 
repère. Remarquons qu’en général le der- 
nier couple du BM, celui de numéro nr, est 
un couple de rotation et que son axe 2: 
se confond avec l’axe longitudinal z, de 
la pince. On peut alors choisir l’axe zx, 
arbitrairement; autrement dit, la position 
zéro de l'angle de rotation du n-ième couple 
est arbitraire. Choisissons la position zéro 
de la pince de façon que l’axe x, (parallèle 
à l’axe z,, pour 6, = 0) soit parallèle à 
la droite passant par les centres des mâ- 

Fig. 4.2 choires de la pince. De cette façon, les 

vecteurs « propres» d'orientation de la 

pince, montrés sur la figure 4.2 se confondent avec les vecteurs uni- 
taires e-, e,, e, du n-ième repère. 

Cherchons maintenant les relations définissant la position et 
l'orientation des segments du BM en fonction de ses coordonnées 
généralisées. Effectuant (3.4) successivement pour tous les segments 
précédant le j-ième, on trouve 


x =A,... Aji. (3.8) 


La matrice À, ... A, définit sans ambiguïté la position dans 
l’espace du j-ième repère attaché au j-ième segment. Les éléments des 
trois premières lignes de cette matrice sont les cosinus directeurs 
du repère j par rapport au repère de base (trois premières colonnes) 
et les coordonnées du point O;, origine du repère j (quatrième colon- 
ne). Etant donné des équations du segment j dans le repère j *), on 
obtient moyennant (3.8) son équation dans le repère de base. Ainsi 
donc, multipliant les matrices À;, on trouve les coordonnées de tout 
point du BM et l'orientation de tout axe lié à ses segments. En par- 
ticulier, la matrice 


A=14,...4A, (3.9) 


*) Cesont des équations d’une courbe gauche si l'on néglige les dimensions 
transversales des segments, et des équations d’une surface gauche, cylindrique 
par exemple, si l'on ne fait pas abstraction de ces dimensions. 
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définit pour la pince du BM la position du point ©, (désignons son 
rayon vecteur par x,) et les coordonnées des vecteurs unitaires e., 
€y, @z: 
Exx Cyx zx Tnx 
A Se oo So ny |. (3.10) 
Exz Cyz €zz Tnz 


0 0 01 


De même, le vecteur xç du point caractéristique de la pince s'écrit 
dans le système de base 


Xc = Xn + le, (3.11) 
et se définit par la relation suivante: 
xc = À (les + es), (3.12) 


où e; = (0, 0, 1, 0), e, = ‘(0, 0, 0, 1). 
Les notations e, et e, seront souvent utilisées dans la suite (cf. 
ch. 5). 


$ 4.4. Les BM en chaîne fermée 


La relation (3.8) est vraie aussi bien pour les chaînes cinémati- 
ques ouvertes que fermées. Nous n'avons pas parlé jusqu’à présent 
de la spécificité des caractéristiques géométriques des chaînes ciné- 
matiques fermées. 

Pour une chaîne ouverte, le nombre de ses degrés de liberté est 
égal au nombre des coordonnées généralisées, c’est-à-dire au nombre 
des paramètres variables indépendants 6;, s; de la matrice À, ... 
..+ An (abstraction faite des couples hélicoïdaux, le nombre des 
coordonnées généralisées est égal à celui des variables 6; et s;). Pour 
une chaîne ouverte, le nombre de coordonnées généralisées peut 
varier dans de larges limites: 


05< 0, < 65, ÿ< << Sÿ, (4.1) 


définies par les particularités constructives des couples cinématiques 
(si le j-ième couple admet un déplacement angulaire libre, on pose 
65 = — 0; = x) et par la géométrie des segments adjacents *). 
Dans un BM en chaîne fermée, le n-ième segment, le dernier, est 
relié à la base par l'intermédiaire du couple cinématique r + 1. 
Si la base est regardée comme le (n + 1)-ième segment de la chaîne 
et le repère de base, comme le repère zéro et le repère (n + 1)-ième, 


*) Abstraction faite des restrictions éventuelles imposées à la configura- 
tion de la chaîne ouverte et liées à la position relative des segments qui ne font 
pas partie de la chaîne cinématique en question. Les conditions imposées par 
ces restrictions (conditions qui veulent qu'il n'y ait pas d'intersections supplé- 
mentaires de segments) sont assez spécifiques. : 
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le passage à ce repère à partir du repère de numéro n se décrit par 
la matrice A, +, dont les éléments caractérisent aussi bien les coor- 
données généralisées du (x + 1)-ième couple que la position de 
son axe par rapport au repère de base. On doit avoir donc, pour 
une chaîne fermée, l'identité 


A4: ... AnAnh = TI, (4.2) 


où J est la matrice unité d’ordre 4. L'égalité (4.2) est une relation 
matricielle qui est équivalente à six égalités scalaires. Par consé- 
quent, le nombre de degrés de liberté d’une chaîne cinématique fer- 
mée est égal à N — 6, où NV est le total des variables 6;, s; présentes 
dans la matrice À, ... A4,+,, diminué du nombre des couples hé- 
licoïdaux dans la chaîne *). 

On peut prendre pour coordonnées généralisées d’une chaîne fer- 
mée n'importe quels N — 6 paramètres variables, les autres para- 
mètres étant dans ce cas liés et, si les valeurs des coordonnées géné- 
ralisées sont fixées, ne pouvant prendre qu’un nombre fini de va- 
leurs. Pourtant dans ce cas, bien que les contraintes de mobilité 
soient toujours données sous la forme (4.1), compte tenu de l’archi- 
tecture des différents couples cinématiques et de la géométrie de 
leurs segments, les limites de variation des paramètres variables, en 
présence de la condition (4.2) de la chaîne fermée, peuvent consi- 
dérablement différer de (4.1). 

En particulier, si pour le j-ième couple la contrainte (4.1) est 
de la forme 6; — — 6; = x, une question classique de la théorie 
des mécanismes est la question de savoir quelles sont les conditions 
pour lesquelles toutes ces valeurs de 6; sont admissibles dans une 
chaîne fermée, c'est-à-dire pour quelles conditions le j-ième couple 
peut effectuer un tour complet. Nous allons voir comment ces con- 
ditions sont liées aux paramètres géométriques du mécanisme sur 
l'exemple d’une chaîne cinématique fermée plane à quatre éléments, 
montrée sur la figure 4.3. Ce mécanisme porte le nom de quadrilatère 
articulé. 11 comporte quatre couples de rotation (N — 4) et est. 
de degré de mobilité un; en même temps, il ne comporte que trois 
segments mobiles (n = 3). 


*) La différence entre N et le nombre de degrés de liberté d’une chaîne ci- 
nématique fermée s'explique par l'« immobilité » de son (n + 1)-ième segment 
et est donc égale au nombre de degrés de liberté d'un solide. De même, six pa- 
ramètres indépendants permettent de décrire toute transformation linéaire de 
l’espace tridimensionnel (la position relative de deux repères quelconques). Sou- 
lignons que dans le cas des chaînes cinématiques ces transformations comportent 
quatre paramètres 6, &, s et a seulement, puisqu'il faut encore que soient rem- 
plies deux conditions supplémentaires: les axes z; et :j_, se coupent et soient 
perpendiculaires. . 

Pour les chaînes cinématiques fermées pus la formule analogue donnant 
le nombre de degrés de liberté s'écrit N — 3, puisque le mouvement plan se dé- 
crit à l’aide de trois coordonnées généralisées. 
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Voyons tout d'abord quels sont les ensembles des paramètres 
géométriques qui sont caractéristiques des chaînes cinématiques 
planes. Il est évident qu'une chaîne plane ne peut comporter que 
des couples de rotation et de translation; par ailleurs, les axes de 
tous les couples de rotation doivent être parallèles entre eux, et les 
axes des couples de translation se situer dans un même plan per- 
pendiculaire aux axes des couples de rotation (plan de déplacement 
des segments de la chaîne). Choisissons le repère de base de façon 
à faire coïncider le plan Oz,y, avec le plan de déplacement. Il est. 
facile de voir qu’on doit avoir les 
conditions suivantes pour une 
chaîne plane: 

4) si les couples j et j + 1 sont 
de rotation, on &;y —0, sj — 0, a; 
est la longueur du j-ième segment 
du BM (si le premier couple est de 
rotation, on a &) — 0, s5 = 0); 

2) si les couples j et j + 1 sont 
de translation et leurs axes z,., 
et z; sont parallèles (deux couples Fig. 4.3 
de translation successifs à- axes 
parallèles peuvent être assimilés à un seul), on a &; = 0; 6; — 0 si 
le (j — 1})-ième couple est aussi de translation, et | 6; | — x/2 si 
le (j — 1)-ième couple est de rotation; 

3) si l’un de ces couples est de translation et l’autre, de rotation, 
alors &; = 1/2. 

On peut vérifier la réalisation de ces conditions pour tous les 
couples cinématiques directement d’après la table des paramètres 
géométriques. 

Revenons au quadrilatère fermé plan. Pour tous ses points, z = U 
et les changements de coordonnées se laissent décrire par des matri- 
ces carrées À; d’ordre 3. Comme a; = 0, s; =0,on a 


cos, —sin6; a; cos6;, 
Aj= | sin6, cos6; a;sin6; |. (4.3) 
0 0 1 


Le produit d'un nombre quelconque de matrices de ce genre se 
calcule sans peine. Ainsi 


cost, —sint, D'aycost; 
J 
Aids4s4i =" sint cost Daysint; |; (4.4) 
j . 
0 0 1 
A  S - 
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La condition de fermeture s'écrit dans le cas considéré : 
& & 
t=2n, D ajcost;—0, D) aysinty=0. (4.5) 
j=1 3=1 


Les relations (4.5) permettent de définir la configuration du 
mécanisme par la valeur d’une seule coordonnée généralisée, l’angle 
8, par exemple, en exprimant les angles 6,, 64, 6, en fonction de 6.. 
Nous nous dispensons d'écrire les formules correspondantes (le lec- 
teur les trouvera dans n'importe quel cours de théorie des mécanis- 
mes {[3]), en nous bornant à quelques indications: la valeur de 6, 
détermine les coordonnées du point O, et donc la distance 0,0; ; 
connaissant les côtés des triangles 00,0, et 0,0,0:, on calcule leurs 
angles et puis on exprime les angles 8,, 6;,, 8, en fonction de 6.. 

Deux remarques s'imposent à ce sujet: 

: 4) la solution obtenue n’est pas univoque: à chaque valeur de 
8, correspondent deux valeurs des autres angles du mécanisme, dé- 
crivant deux variantes différentes de son € assemblage » ; 

2) même dans l'hypothèse que les inégalités (4.1) sont de la 
forme 605 = — 0; — x et ne limitent aucunement les angles de 
rotation relative des segments du mécanisme, l'intervalle des va- 
leurs de 6, pour lesquelles sont définies les valeurs de 6,, 64, 8, 
peut être inférieur à 2x; cet intervalle, tout comme les intervalles 
des valeurs admissibles de 6;,, 84, 8,, dépend des longueurs a; des 
segments. 

Voyons en détail comment on peut évaluer les débattements des 
angles de rotation des segments « extrêmes » (le premier et le troi- 
sième sur la fig. 4.3), lesquels s’obtiennent à partir des considé- 
rations géométriques élémentaires. 

Commençons par l’angle 6,. La trajectoire que décrit le point O, 
est une circonférence de rayon a, centrée en ©. Il est évident que les 
seuls points de cette circonférence admissibles pour le point O, 
sont ceux dont la distance r au point O, se situe dans intervalle 


las — as I<ST< 43 + 43. (&.6) 


Pour tous les points de cette circonférence l'intervalle de varia- 
tion de r est le suivant: 


Pa — a I<r< @ + du. - (47) 


En confrontant (4.6) et (4.7), on remarque que si le second inter- 
valle est contenu dans le premier, 


1G —as1<1m—-al a +a<a+es (4.8) 


l'angle 6, peut prendre n’importe quelles valeurs et le premier seg- 
ment peut effectuer un tour complet autour du point fixe O. 
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Si n’est réalisée que l’une des inégalités (4.8), l'intervalle des 
valeurs admissibles de 6, comporte l’un des points 6, = x, 6, = 0 
(la première possibilité étant assurée par la première inégalité (4.8), 
et la seconde, par la seconde). Les points extrêmes de l'intervalle 
de variation de 6, se définissent dans ce cas par la condition de 
colinéarité des segments 2 et 3, c’est-à-dire d’après les angles du 
triangle de côtés a,, a, et | & — a; | si la première inégalité (4.8) 
est violée et de côtés a,, a, et a, + a, si c’est la seconde inégalité 
(4.8) qui est violée. Il est évident que ces points sont symétriques 
par rapport aux valeurs 6, — x ou 6, — 0. 

Mêmes raisonnements concernant l'intervalle de variation de 
l’angle 8,. Il suffit à cet effet d'intervertir les valeurs a, et a, dans les 
inégalités (4.8): 


ni inégalités (4.8) et (4.9) portent le nom de conditions de Gras- 
hof [3]. 

Les conditions autorisant une rotation complète de la pince 
d'un BM sont très importantes, car il peut exister des liaisons ci- 
nématiques supplémentaires. Par exemple, pour un mécanisme plan 
comportant trois couples de rotation, la tâche qui consiste à visser 
un écrou sans changer de prise n’est réalisable que si sont remplies 
les conditions de Grashof (4.9), où l’on prend pour a, la distance 
de l’axe du premier couple jusqu’à l’axe de la vis. Il va de soi que 
pour les chaînes cinématiques tridimensionnelles les questions d’ana- 
lyse de la rotation complète sont autrement plus compliquées que 
dans le cas plan ; en général, on ne peut effectuer qu'une étude numé- 
rique qui nécessite néanmoins la mise au point d’algorithmes spé- 
ciaux. 

Une autre différence des mécanismes tridimensionnels consiste 
en ce que l'exécution d’une opération technologique concrète en 
un point donné de l’espace de travail peut imposer à la pince une 
orientation variable en ce point. On est ainsi amené à généraliser 
la notion de rotation complète à un couple cinématique sphérique 
et à étudier l’ensemble des valeurs admissibles des paramètres 
d’un tel couple lors des variations de la configuration du BM. Ces 
questions seront traitées en détail au chapitre suivant en même 
temps que la maniabilité des mécanismes. 


$ 4.5. Portée 


La portée, ou l'atteignabilité, est une propriété qui caractérise 
la possibilité d'amener l'effecteur d’un BM en un point voulu de 
l’espace. Elle est définie par l'opération élémentaire de positionne- 
ment: faire coincider le point caractéristique de la pince d’un BM 


9—0243 
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avec un point fire x = (%, z2, Zz3). L'ensemble des valeurs admis- 
sibles du paramètre x décrit un domaine D, qu'on appelle espace de 
travail du BM. La portée est évaluée par la valeur V (D,) du volume 
(ou de la surface pour les mécanismes plans) de l’espace de travail. 

L'espace de travail D, peut être regardé comme le domaine des 
valeurs de la fonction xc = xc (ç) construite au $ 4.3, que nous al- 
lons appeler fonction de position de la pince du BM et noter F (œ): 


F (q) = À (p) (les + es) = xc- (5.1) 


On donne la fonction de position pour les points d’un parallélé- 
pipède n#7-dimensionnel ©: 


D = {pi < ps < pi}, (5.2) 


décrivant les liaisons limitant la mobilité des couples cinématiques 
du BM. Les relations (5.1) et (5.2) déterminent complètement la 
portée du BM. On admettra dans la suite que la chaîne cinématique 
du BM est constituée des couples de cinquième classe dont les coor- 
données généralisées (6; ou s;) seront également notées ;. Le vecteur 
P = (Ps - - «+: Pn) des coordonnées généralisées s’appelle vecteur 
de configuration du BM ou, plus brièvement, configuration du BM. 

L'analyse de la portée se décompose en trois problèmes suivants: 

Le problème 1 consiste à construire une estimation quantitative 
V (D,) de la portée. 

Le problème 2 se pose comme suit: étant donné un point x, 
dire s’il appartient ou non à l’espace de travail, c’est-à-dire qu'il 
s’agit de trouver le critère pour tester la condition x € D,. 

Le problème 3, que nous appelons problème de positionnement, 
implique la recherche d’une configuration qui réalise l'opération 
de positionnement de l’effecteur du BM au point x, c’est-à-dire la 
recherche d’une solution q € ® de l’équation (5.1) pour xc donné. 


L'analyse de la géométrie de l’espace de travail des BM attire, ces derniè- 
res années, l'intérêt de nombreux chercheurs. A preuve, le numéro spécial de 
l'International Journal of Robotics Research, 1986, t. 5, n° 2, entièrement consa- 
cré aux questions de la géométrie et de la cinématique des robots. Parmi les 
problèmes posés par l’analyse de la portée il faut mentionner, outre les problè- 
mes cités plus haut, les suivants: la détermination des frontières de l’espace de 
travail et la recherche des critères facilitant leur reconnaissance ; l'analyse des 
caractéristiques de l’espace de travail en fonction du type et de l’ordre de succes- 
sion des couples cinématiques, ainsi qu’en fonction des paramètres des BM; 
l'élaboration des méthodes numériques de calcul de ces caractéristiques dont 
font partie, outre le volume de l’espace de travail, ses dimensions limites dans 
le sens axial et radial, par LL + 

La non-linéarité non négligeable de la gens des BM à couples de rota- 
tion complique énormément la résolution des problèmes mentionnés: le grand 
nombre d'ouvrages qui leur sont consacrés en constitue un témoignage indirect ; 
malgré d'importants efforts il reste beaucoup à faire dans cette direction. En 
outre, comme il sera montré au chapitre 5, la synthèse optimale des BM néces- 
site d'envisager simultanément les problèmes d'analyse de deux propriétés 


6 4.5) PORTÉE 131 


géométriques : la portée et la maniabilité. Tout ceci nous incite à penser que la 
tâche la plus importante aujourd'hui est la mise au point des méthodes numéri- 
ques relativement simples et efficaces qui permetteraient de calculer les estima- 
tions des propriétés géométriques des BM avec une rapidité et une précision suf- 
fisantes pour les applications. 


Remarquons que trois problèmes anslogues peuvent être posés 
sous la forme générale, indépendamment de la propiété intrinsèque 
concrète et du type de l’opération élémentaire: 

4) calcul des estimations de la propriété intrinsèque ; 

2) vérification de la réalisabilité des valeurs données des para- 
mètres de l'opération élémentaire en question; 

3) détermination de l’état du BM (des accroissements Av; des 
coordonnées généralisées pour l'opération de translation) assurant 
le positionnement demandé. 

C'est la méthode des opérations élémentaires qui suggère les 
positions de problèmes que nous venons d’énumérer. Pourtant, 
l'importance de chacun de ces problèmes n’est pas la même pour 
différentes propriétés du BM, ce qui s'explique par la spécificité 
des opérations élémentaires concrètes. Dans tous les cas, le problème 
1 est pour nous d’un intérêt primordial, et les problèmes 2 et 3 sont 
des problèmes auxiliaires, le problème 2 étant de toute évidence 
un cas particulier du problème 3. Pour les opérations élémentaires 
de chargement et de translation dont la réalisation est toujours 
possible, le problème 2 n’a plus de sens. 

Revenant à l'analyse de la portée, décrivons sommairement le 
contenu des autres paragraphes de ce chapitre. 

Dans tous les cas, sauf les plus élémentaires dont l’un est traité 
plus bas au $ 4.5, pour calculer l'estimation V (D) il faut de toute 
évidence recourir à l'intégration numérique, c'est-à-dire résoudre 
préalablement l’un des problèmes 2 ou 3 pour un ensemble de points 
de l’espace. Au $ 4.6 on construit pour les BM plans avec n'importe 
quel nombre de degrés de mobilité, la frontière de l’espace de tra- 
vail constituée de segments de droite et d’arcs de cercle. Connais- 
sant les équations de ces portions de la frontière, on peut formuler 
le critère pour la solution du problème 2. 

Les frontières de l’espace de travail des BM des robots indus- 
triels contemporains figurent en général sur leurs fiches techniques 
si ces frontières ont une allure suffisamment simple [56]. Pour les 
BM tridimensionnels anthropomorphes, la description analytique 
des frontières de l'espace de travail est extrêmement compliquée 
par suite d’un grand nombre des surfaces qui le délimitent. Il est 
vrai qu’on peut recourir à des méthodes numériques pour réaliser 
une telle description, mais on ne doit pas oublier que la complexité 
des algorithmes correspondants dépend dans une grande mesure du 
degré de leur similitude, c’est-à-dire de la classe des structures ci- 
nématiques auxquelles sont applicables ces algorithmes. 
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Le $ 4.7 est consacré à une autre approche de l’analyse de la 
portée, appelée méthode de e-réseau [40], selon laquelle au lieu de 
construire un ensemble discret de points de la frontière de l’espace 
de travail, on considère un réseau suffisamment dense (e-réseau) des 
points « intérieurs » à D,. Bien qu’on doive effectuer des calculs 
pour un plus grand nombre de points, ces calculs sont en revanche 
beaucoup plus simples. La construction d'un e-réseau permet d’ob- 
tenir une solution approchée du problème 2 et donc de trouver une 
valeur approchée de l'estimation V (D,). 

Au $ 4.8 on expose une méthode efficace de solution du problème 
de positionnement pour des BM de structure arbitraire [78]. La 
difficulté majeure, qui fait obstacle à sa résolution par des méthodes 
itératives locales de recherche des racines 
d'équations transcendantes, est constituée 
par la forte non-linéarité des fonctions de 
position F (p). On indique au $ 4.8 un 
moyen permettant d'éviter ces diffi- 
cultés. Ce moyen est la méthode de des- 
cente par coordonnées où à chaque itéra- 
tion on arrive à obtenir une expression 
analytique pour la configuration q qui 
minimise l'écart | x — F(œ) |. La mé- 

Fig. 4.4 thode de la descente par coordonnées 

perd de ce fait son caractère local. 

Cet avantage se conserve à la généralisation de cette méthode au 

problème d'orientation qui est le problème 3 pour la propriété de 
maniabilité des BM (cf. $ 5.4). 

Une autre méthode d'étude du problème de positionnement, 
méthode de construction des solutions fermées, est décrite au $ 4.9. 
L'existence de solutions fermées permet d'envisager l’une après 
l’autre les différentes configurations répondant à la condition xc = x; 
on montre plus loin, au $ 6.1, comment cette procédure est utilisée 
pour la construction d’estimations des propriétés mécaniques dans 
différents points de l’espace de travail des BM. La méthode des 
solutions fermées est fondamentale aussi pour le problème d’orien- 
tation (cf. $$ 5.5 à 5.7), où ces solutions servent à calculer les esti- 
mations de la maniabilité des BM. 

Au $ 4.10 on traite des questions d'optimisation de l’atteignabilité 
sur l'exemple de ce qu’on appelle bras manipulateur élémentaire 
(BME) montré sur la figure 4.4. C'est un mécanisme plan à trois 
degrés de mobilité: deux mouvements de translation (s,, s,) et un 
mouvement de rotation (8,); on omettra par la suite l'indice 3 dans 
la. notation 6. 

Une non-linéarité et un degré de mobilité redondant (en position- 
nement) confèrent au mécanisme la complexité nécessaire pour que 
le caractère spécifique des BM puisse déjà se manifester, et n’em- 


$ 45] PORTÉE 133 


brouillent pas les résultats d'analyse. Au chapitre 9, on traitera 

à l’aide d’un BME les questions de construction des mouvements 

de BM à redondance, tandis qu'ici on fera précéder cet exemple à 

l'étude des frontières de l’espace de travail des mécanismes plans. 
La fonction de position des BME s'écrit 


Ze = a +lcos0, zcs = S2 + l'sin 6. (5.3) 


Nous allons utiliser la condition nécessaire suivante pour la 
description analytique de la frontière l de l’espace de travail d’un 
BM plan: en tout point x € T les déplacements admissibles Axc de 
l’effecteur du BM doivent se situer dans le demi-plan limité par la 
tangente en x à l. Autrement dit, le produit scalaire ‘(Axc)e,, 
où e, est le vecteur unitaire de la normale à l en x, doit être de 
signe constant. 

S'agissant d’un BME,on a 


Axç = (A5, — lsin 6A6) e, + (As, + Lcos GAB)e,, (5.4) 


où e; (à = 1, 2) sont les vecteurs unitaires des axes de coordonnées 
zi. On en tire 


‘(Axc) En —= ('exen) As + ('een) As, + 
+ 1[— (lee,) sin 6 + (‘e,e,) cos 6] A6. (5.5) 


Pour que le second membre de (5.5) soit à signe constant, il 
faut que tous ses termes aient le même signe à la variation de Aw.. 
Cela veut dire qu'on doit avoir pour chaque terme l’une des condi- 
tions suivantes: soit 1) la valeur w; est la valeur limite et le signe 
de A; est constant ; soit 2) le coefficient de Av; s’annule. On peut 
classer les portions de la frontière l en groupes suivant que l’une 
ou l’autre des conditions indiquées est vérifiée pour chacune des 
coordonnées généralisées. 

Supposons que les contraintes sont imposées aux seuls déplace- 
ments s; des couples de translation des BME: | s; | << d;, tandis que 
l'angle de rotation 6 n’est pas limité. 

Nous allons distinguer trois types de portions de la frontière l': 

1) segments de droite parallèles à l’axe z,, où |s | — d, 
lee — 0, sin 6 — 0, c'est-à-dire que seul le premier terme de (5.5) 
est non nul; 


2) segments de droite parallèles à l'axe z,, où |s, | = d,, 
een —= 0, cos 8 — 0; 
3) arcs de cercle, où | s; | = di. 


Il est évident que les conditions nécessaires que nous venons d'énon- 
cer sont satisfaites par quatre variantes de valeurs de s; et de 6 pour 
chacun des cas 1) et 2), et par huit arcs de cercle d’angle au centre 
x/2 et de centres s;j = + di. 
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On voit sur la figure 4.5 a, b les frontières de l’espace de travail 
du BME examiné pour d, = d, = d, lorsque ! << d V2 (cas a) et 


1> d V2 (cas b). Il est évident que les conditions nécessaires d’ap- 
partenance du point x à la frontière ne sont pas suffisantes, car lo- 
cales. En effet, la condition de signe constant de (5.5) n’assure 
aux déplacements Ax,, au point x, l'appartenance au plan spécifié 
plus haut que pour une configuration déterminée du BM. Pour une 
autre configuration de même valeur de x, la quantité ‘(Axc)e, 
peut être de signe opposé, de sorte que des quatre segments paral- 
lèles à chacun des axes zx; deux seulement font partie de la frontière 


Fig. 4.5 


de l’espace de travail, et des huit arcs de cercle quatre sont situés 
soit complètement (fig. 4.5 a), soit partiellement (fig. 4.5 b) à l’iu- 
térieur de cet espace. 

Ainsi donc, les conditions suffisantes particularisant la frontière 
de l’espace de travail d’un BM ne doivent pas être locales, c’est- 
à-dire doivent englober toutes les solutions possibles du problème 
de positionnement au point x. La recherche de toutes ces solutions est 
tellement compliquée que la construction des frontières de l’espace 
de travail exige de compléter les méthodes analytiques par des mé- 
thodes géométriques. 

En particulier, pour le BME considéré, des considérations géo- 
métriques permettent d'établir les équations des frontières de l’es- 
pace de travail ainsi que l'estimation V de l’atteignabilité: 


V = 4dd, + 4l (à + à) +n® (5-6) 


pour I< VE — di; dans le cas contraire, il faut retrancher de V 
l'aire du domaine hachuré à la figure 4.5 b. Enfin, pour les solutions 
du problème de positionnement au point x les valeurs s,, s, sont as- 
similées aux coordonnées des points du cercle de rayon L et de centre 
en x, situés dans le rectangle | z; | d,. Par suite de la redondance 
de mobilité du BME, le problème de positionnement admet une fa- 
mille continue de solutions. 
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$ 4.6. Frontières de l’espace de travail 
pour des BM plans 


Montrons, sur l'exemple de BM à plusieurs articulations rotoides, 
l'influence de l'architecture et de la géométrie du BM sur la forme 
de son espace de travail. Commençons par l’analyse d’un mécanisme 
à trois segments (fig. 4.6) dont la fonc- 
tion de position est de la forme *) 


Zci = & COS 8, + a, cos (6, + 6.), 


Zee = & Sin 0, + a. sin (6, + 8,). 6: 


On suppose toujours que les contrain- 
tes imposées aux angles de rotation sont Fig. 4.6 
symétriques (|6, |< d;). Les raisonne- 
ments analogues à ceux conduits au $ 4.5 nous convainquent qu’à la 
frontière l de l’espace de travail soit l’une des coordonnées 6; prend la 
valeur limite +d;, soit les vecteurs des petits déplacements 


Fig. 4.7 


t(0rc1/001, 0xc2/00,)A8, et ‘(0xc1/08+, 0tce/082) A8, sont parallèles. Le 
premier de ces vecteurs étant orthogonal au segment OC et l’autre, 
au segment AC, ils ne sont parallèles que pour 8, — 0, x. Les va- 
leurs indiquées de 6, peuvent être obtenues par voie analytique à 
partir de l’équation suivante 


(ôzc1/00;) (0zc2/00:) — (0xc1/08:) (0zc2/08,) = 0. (6.2) 

La condition nécessaire est donc satisfaite par cinq portions de 

la frontière l, pour lesquelles on a respectivement 8, = + d,, 
6, = 0, +d,. A la différence du BME où l’une au moins des coor- 
données généralisées doit prendre sur la frontière de l’espace de 


*) Pour des BM plans à couples de rotation, la longueur du dernier segment 
sera notée a, et non { par souci de l'uniformité. 
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travail la valeur limite, pour le mécanisme de la figure 4.6 il existe 
une portion de frontière 6, = 0 telle que les configurations du BM 
qui la forment sont intérieures au parallélépipède ©. On voit que 
les fonctions de position (6.1) les plus « simples » du point de vue 
analytique définissent, par suite de leur forte non-linéarité, une 
transformation de ® en D, assez compliquée du point de vue géo- 
métrique. 

Utilisons des considérations géométriques pour construire la 
frontière l. Il est évident que l’arc de cercle décrit par le point C 
pour |6, | d, 6, — 0, appartient effectivement à la frontière 
puisque se trouve à la distance maximale a, + a, de l’origine des 
coordonnées. Notons F, cette portion de frontière (fig. 4.7). Ses 
points extrêmes C;, €; où 6, = + d, sont les points limitrophes des 
portions F,, l, pour lesquelles 6, = + d, et la coordonnée 6, varie. 
Les arcs l',, [”, l? composent la partie « extérieure », convexe, de 
la frontière F, Îa plus éloignée de l'origine ©. 

Deux cas sont à distinguer: la frontière extérieure est ouverte 
(la frontière l représente un contour unique), la frontière extérieure 
est bouclée et il existe deux contours frontières distincts: intérieur 
et extérieur (ces deux cas ont existé également pour BME, cf. fig. 4.5). 
Dans le premier cas, les ordonnées de tous les points de l’arc F, 
doivent être strictement positives, c’est-à-dire que 


a sind +a,sin(d + d)>0 pour d + d, < 3n/2, 
a sind — æ >0 pour d\ +d,> 3n/2, 


dans le second cas, les arcs F, et l° se coupent. 

Dans le premier cas, les points extrêmes C;, C; des arcs T;, T; 
séparent les parties extérieure et intérieure de la frontière F. Les 
points C;, C,; sont des points d'adhérence des arcs F;, l° de la fron- 
tière intérieure, situés sur un cercle centré en O. L'angle Ÿ que font 
les segments OC;, OC; avec l’axe x, est donné par la formule 


__ di Sin di + a, sin (di + d:) 
BV cs ta,cos(h+d) * (6.3) 


Si ÿ < 24, la frontière intérieure est constituée par les arcs de 
cercle F;, l;, ayant la portion commune CC; (fig. 4.7 a). 

Si > 2d, (fig. 4.7 b), aux points extrêmes C;, C; des arcs 
F:, l; débutent d’autres portions de frontière intérieure, l,, l:, 
où l’angle 6, varie et 6, est égal respectivement à +. Remarquons 
que les arcs l; et T°; d’une part et les arcs l'; et l', d’autre part ap- 
partiennent aux cercles communs. Tout comme dans le cas du BME 
de la figure 4.5 b, des portions de frontière de même valeurs limites 
des coordonnées généralisées (ici 6, = + d,) ont deux branches: 
extérieure et intérieure. Les arcs l';, l; se coupent au point C, situé 
sur l’axe z,. Les deux variantes de configuration de la frontière T 
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représentées sur la figure 4.7 sont les seules possibles pour une 
frontière à un contour. 

Supposons maintenant que la frontière extérieure de l'espace 
de travail est fermée et se compose des arcs l, (C:C:), T; (C,C2), 
T5 (CiC2) (fig. 4.8). Pour rejoindre la frontière intérieure prolongeons 
les arcs F,, | aux points limites C,, C; où 8, = + d;. La fron- 
tière intérieure passe par les points C,, C; et se compose des arcs 


Fig. 4.8 


T;(C;C:) et [5 (C:C;), où 8, = + d, et seul varie l'angle 6, 
(186, 1< à). 

Deux cas sont également possibles ici suivant que les arcs T;, 
couvrent ou non un cercle entier. L’angle au centre de chacun de 
ces arcs est égal à 2d,, mais il faut aussi tenir compte de l’éventua- 
lité de leur recouvrement. Il est évident que si 


24>%, (6.4) 
la frontière intérieure est le cercle de rayon 
R=V a +a+2aa,cosd, (6.5) 


(fig. 4.8 a). 

En particulier, pour 6, illimité, la condition (6.4) est satisfaite 
et l’espace de travail représente une couronne de rayon extérieur 
a, + a, et de rayon intérieur À. 

Si 2d, <w, la frontière intérieure comporte, outre les arcs 
FT; (C;,Cs) et T; (C:C5), les arcs T;, T° (fig. 4.8 b), où 6, = + 
et l’angle 6, varie. Comme auparavant, l,, l: d’une part et Ti, F, 
d’autre part sont des arc de cercles communs. 

Pour le mécanisme de la figure 4.6 aux débattements d, symétri- 
ques, les combinaisons examinées de frontières de l’espace de tra- 
vail sont les seules possibles. Le cas de 6; £ — 6; (débattements 
asymétriques sur le premier couple) se ramène au cas symétrique 
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par rotation des axes z,, z,. Pour 6:  — 6;, les arcs T'; et l; sont 
de rayons différents. Ainsi donc, si pour 6, = — 6, la frontière 
de l’espace de travail avait l'allure montrée à la figure 4.7 a ou 
4.8 a, il apparaît, sur la frontière intérieure, l'arc l, reliant F° et 
FT; (fig. 4.9, où | 8, [< x/2, —n/2< 8, < 3x/4). Si pour 85 = — 6, 
la frontière correspondait à la figure 4.7 b ou 4.8 b, le nombre de 
portions de frontière reste inchangé. 

On construit de façon analogue la frontière l de l’espace de 
travail pour les mécanismes plans avec un nombre arbitraire nr d'ar- 
LS rotoïdes, où la fonction de position est de la forme (cf. 
(&.4)): 


£a À ajcos(O+...+68,), ze À aysin (G+...+6)). (6.6) 


L 0 
Ü 


Les limitations de mobilité sont toujours supposées symétriques 
(18; 1< dy, j =1,..., n). La portion F, de frontière extérieure 
y représente aussi un arc de cercle centré en O de rayon a, + ... 

.. + an, dont l'angle au centre 6, 
varie de —d, à d,, tandis que 6, = 


=... = Un = 


Pour les portions r:. T; de la 
frontière extérieure, adjacentes à l,, 
on a6, = + d, 8, = 0, j> 3, et 
l’angle 6, varie. Puis viennent les 
portions T°; et T: où change l'angle 8;, 
et ainsi de suite. 

La procédure de construction de la 
frontière extérieure par rotation suc- 
cessive des segments ou bien se pour- 
suit jusqu’à l’arrivée aux points extrè- 
mes Ch, CA des arcs l, Tr, ou bien 
s'arrête aux points en lesquels est 
réalisée l’une des conditions suivantes : 
1) l'angle de rotation total d, + ... + d; + 8,,, devient égal à 
x (la distance OC devient minimale) ; 2) la coordonnée x, s’annule 
(pour les débattements asymétriques, à cette condition équivaut 
l'intersection de deux portions l'; et li de frontière extérieure). 

La frontière intérieure de l’espace de travail se construit, elle 
aussi, par rotations successives des segments du mécanisme, à partir 
du premier. Quand la frontière extérieure n'est pas fermée, ses points 
extrêmes servent de points de départ à la construction de la fron- 
tière intérieure. Dans le cas 2), la frontière intérieure forme un con- 
tour à part, si bien qu'il est nécessaire de déterminer préalablement 
l’un quelconque des points de ce contour. Remarquons que pour 
n> 3 la frontière intérieure peut dans ce cas ne pas exister si tous 
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les points englobés par la frontière extérieure appartiennent à l’es- 
pace de travail. 

Enonçons deux hypothèses quant aux propriétés de la frontière 
intérieure (si elle existe) dans le cas où la frontière extérieure est 
fermée : 1) la frontière intérieure ne peut comporter plus d’un con- 
tour; 2) ce contour doit entourer l’origine des coordonnées. Ces 
hypothèses sont validées par la procédure décrite de construction 
de la frontière intérieure, bien qu'elles nécessitent d'être prouvées 
en toute rigueur. 

On voit que pour tout n la frontière de l’espace de travail d’un 
BM plan comportant seules les articulations rotoïdes représente 
l’enchaînement d’arcs de cercle. Supposons maintenant qu’on a au 
point O une articulation rotoïde, mais la chaîne cinématique du 
BM comporte aussi bien des couples de rotation que des couples de 
translation; les longueurs des segments peuvent varier dans cer- 
taines limites: a; << a;< a;. c'est-à-dire que les quantités a; dans 
(6.6) sont des coordonnées généralisées du BM. La frontière de l’es- 
pace de travail peut comporter alors, outre les arcs de cercle, des 
tronçons rectilignes décrits par le point C à la variation de a;. L'al- 
gorithme de construction de la frontière T que nous venons de dé- 
crire doit être complété dans ce cas comme suit. 

On construit la frontière extérieure comme auparavant par 
des rotations successives des couples de rotation en procédant par 
ordre croissant. Les valeurs a; restent maximales jusqu’à ce qu’en 
un certain point de la portion de frontière l'; (ou li) la direction des 
segments alignés j + 1, ..., n ne soit orthogonale à l’un quel- 
conque des segments k< j. En ce point, la courbe l'; peut passer 
en tronçon rectiligne où la longueur du k-ième segment diminue pour 
devenir minimale et reste telle sur toutes les autres portions de la 
frontière extérieure. Puisque le long de cette frontière les angles 
de rotation de tous les segments changent de façon monotone, les 
a; diminuent successivement à commencer par le premier segment. 

Si le mécanisme comporte des couples de translation, on distin- 
gue dans la frontière | de l’espace de travail trois parties: 

extérieure, à laquelle on rapporte les portions convexes et les 
segments rectilignes qui les relient ; 

intérieure, qui peut aussi comporter des tronçons rectilignes 
reliant les portions concaves de la frontière ; 

« intermédiaire » qui se compose de tronçons rectilignes reliant 
les portions convexes et concaves, et n'apparaît que si la frontière 
T forme un contour unique. 

Sur les tronçons composant la frontière intermédiaire la lon- 
gueur des segments diminue avec l'accroissement de leurs numéros. 
Sur la frontière intérieure, les valeurs a; sont maximales pour les 
autres segments du BM. Par exemple, si pour le BM montré sur la 
figure 4.7 a ou 4.8 a le paramètre a, était variable et pouvait dimi- 
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nuer par rapport à la valeur représentée sur ces figures, la frontière 
T n’en changerait évidemment pas de place (c’est-à-dire que l’ad- 
jonction de ce degré de mobilité n’entraîne pas de changement du 
volume de l'espace de travail du BM). Dans le cas du BM de la fi- 
gure 4.9, la variation de a, donne lieu à l’apparition de tronçons rec- 
rs à la frontière intermédiaire (C;D”) et intérieure (C;D°) 
(fig. 4.10). 

En terminant l’analyse des BM, considérons le cas où le premier 
couple cinématique du BM est un couple de translation. Il suffit 
de construire la frontière l sans tenir compte de ce degré de mobilité 
supplémentaire et puis introduire en considération les « transla- 
tions » de T dues au premier couple. Il est évident que de tels dé- 
placements peuvent donner lieu à des 
tronçons rectilignes supplémentaires 
de T. comme par exemple dans le cas 
du BME au $ 4.5. 

On voit que la procédure proposée 
permet de définir la frontière l' de 
l'espace de travail des BM plans de 
structure arbitraire comme une com- 
binaison d’arcs de cercle-et de tronçons 
de droite. Revenons maintenant aux 

Fig. 4.10 trois problèmes de l’atteignabilité des 

BM, formulés au début du $ 4.5. 

Montrons comment on peut utiliser les équations décrivant la 

frontière T à la résolution des problèmes 1 et 2 (le problème 3 sera 
considéré au paragraphe suivant). 

Commençons par le problème 2, celui de recherche du critère 
d'appartenance d’un point x à l’espace de travail. Ecrivons l’équa- 
tion d’une droite II passant par x et, en résolvant les systèmes d'équa- 
tions correspondants, déterminons les coordonnées de tous les points 
d’intersection de cette droite avec les différentes portions de F. La 
frontière l étant fermée, le nombre total de tels points sera toujours 
pair. 

Si des deux côtés de x on compte sur la droite II des nombres de 
points d'’intersection pairs, le point x n'appartient pas à l'espace 
de travail; il lui appartient si ces nombres sont impairs. 

Ce critère simple permet de calculer la longueur totale de tous 
les segments de I] situés dans l’espace de travail. Déterminant ces 
quantités pour un faisceau de droites parallèles équidistantes, on 
peut trouver l'aire de l’espace de travail par la méthode d'inté- 
gration numérique, c'est -à-dire résoudre le problème 1 pour les mé- 
canismes plans. 

Malheureusement, on ne peut généraliser cette méthode « plane » 
d'analyse d’atteignabilité qu’à ceux des BM spatiaux dont chaque 
degré de mobilité correspond d’une façon unique à un certain axe 
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de coordonnées de l’espace de travail lequel est dans ces cas, en 
règle générale, cylindrique ou sphérique (cf. par exemple (561). 
Pour les BM tridimensionnels, la frontière l de l’espace de travail 
représente une surface bidimensionnelle le long de laquelle deux 
coordonnées généralisées « libres » varient continûment. Aux cou- 
ples de translation correspond un domaine plan de la frontière F, 
aux couples de rotation, une surface sphérique ou toroïdale, enfin, 
si de deux couples l’un est de translation et l'autre de rotation, il 
leur correspond une portion de surface cylindrique. Nous ne pensons 
pas qu'il est utile de donner ici une description analytique rigoureuse 
des portions de frontière et de leurs courbes d'intersection. 

Dans le cas général, les plus efficaces seront probablement les 
méthodes impliquant les tracés de graphiques par ordinateur qui 
calcule les différentes portions de la frontière au régime de dialo- 
gue et fait des tracés des résultats sur l'écran. L'’intuition géométri- 
que de l'opérateur humain s'avère ici plus efficace que les algorith- 
mes sophistiqués procédant par le choix successif de toutes les va- 
riantes possibles. Il va de soi que les résultats de calcul de la fron- 
tière peuvent être utilisés directement au calcul du volume de l’es- 
pace de travail *). 


$ 4.7. Méthode de l’e-réseau 


Comme déjà dit, cette méthode [40] permet d’obtenir une solu- 
tion approchée du problème 2. Par e-réseau dans l’espace de travail 
d'un BM on entendra un ensemble fini {x,} de ses points, tel que 
pour tout point x € D, il existe un point x, suffisamment proche, 
c'est-à-dire que 

min|[x—x,| <e. (7.1) 
r 


L'idée de l'approche que nous allons exposer est la suivante: 
ayant construit l’e-réseau {x,}, utiliser la condition (7.1) comme 


*) L'approche proposée ici a été plus tard réalisée indépendamment dans 
{28*]. On y expose un algorithme de construction des frontières des sections 
planes de l’espace de travail d’un BM à un nombre arbitraire de degrés de mobi- 
lité. L'’algorithme en question fait appel au graphique interactif. La méthode 
utilisée dans [28*] est sous plusieurs rapports analogue à la méthode de l’e-ré- 
seau [40] exposée plus loin au $ 4.7. Dans les deux cas, on construit un ensemble 
suffisamment représentatif de points de l’espace de travail (dans [40] on utilise 
à cette fin l'échantillonnage quasi aléatoire des points de l'espace de configu- 
rations, dans [28*], une subdivision uniforme de l'intervalle de déplacements 
suivant chacune des coordonnées généralisées du BM, considérées dans l’ordre 
de leur succession). Dans les deux cas, des méthodes spéciales ont été utilisées 
pour réduire le nombre de points des ensembles obtenus; la différence de ces 
méthodes s'explique par la différence des problèmes posés: dans [40] où l’on 
cherchait à estimer le volume de l’espace de travail, on éliminait les points trop 
rapprochés, alors que dans [28*] on éliminait les points « intérieurs » aux sec- 
tions, puisque l’objet d'étude était la construction des frontières des sections 
de l’espace de travail. 
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critère d'appartenance du point x à l'espace de travail. Si la condi- 
tion (7.1) est violée, alors x 4 D, par définition d’un e-réseau. Ce- 
pendant, si la condition (7.1) est remplie, soit x € D,, soit x se situe 
suffisamment près de la frontière de D, 


Le domaine D, ensemble des points vérifiant (7.1), sera consi- 
déré comme une approximation du domaine inconnu D,, et son vo- 


lume Ÿ = Ÿ () servira d'estimation de la valeur cherchée V (D) 


du volume de l'espace de travail. Pour calculer Ÿ, appliquons (7. 1) 
à tous les nœuds d’un réseau cubique de pas ô. Alors, de toute évi- 
ence, 


Ÿ = N6°, (7.2) 


où W est le nombre de nœuds vérifiant (7.1). 

Penchons-nous sur les questions de construction d’un e-réseau. 
Au fond, c’est une description numérique du domaine D, ; la solu- 
tion numérique alternative serait la donnée d’un ensemble suffi- 
samment « représentatif » de points de la frontière de D,. Il est 
évident que pour remplir la frontière de D, il faut beaucoup moins de 
points que pour un remplissage aussi « dense » du domaine D, tout 
entier; un même nombre de points formera un ensemble beaucoup 
plus dense à la frontière qu'à l’intérieur du domaine. Cependant, 
il est plus facile de construire les points intérieurs puisque pour leur 
construction il suffit d'appliquer la condition (5.1) sans avoir à 
vérifier aucune condition supplémentaire. 

Servons-nous d'une suite {p,} de configurations du BM en cons- 
truisant les points d’un £-réseau à l’aide de la relation 


x, = F (y). (7.3) 


Puisque les points x, doivent remplir le domaine D, aussi uni- 
formément que possible, il faut que la suite {p,} remplisse unifor- 
mément le parallélépipède D. Discutons trois moyens de définition 
possibles de la suite {,}. 

Dans le premier cas, la suite représente dans ® un réseau cubique 
n-dimensionnel de pas Ô assez petit. On voit qu’on arrive ainsi à 
rendre la suite {,} aussi uniforme que possible. La difficulté majeu- 
re réside dans le choix de la valeur de 6. Si 6 est petit, {g,} contient 
un très grand nombre de points; si & est trop grand, les configura- 
tions , ne suffiront pas à remplir l’espace de travail. Puisqu'on ne 
sait pas où choisir les points « manquants », ceci implique la né- 
cessité de fractionner le pas Ô avec, comme conséquence, une brusque 
augmentation du nombre de configurations Pr. 

Selon la seconde approche, opposée à la première du point de 
vue méthodologique, les configurations , se construisent comme des 
vecteurs aléatoires n-dimensionnels, uniformément répartis dans ®. 
Par exemple, chaque coordonnée ®,; est une réalisation d’une va- 
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riable aléatoire unidimensionnelle E; uniformément répartie dans 
l'intervalle [q;, w;] des valeurs admissibles de ;. Dans ce cas on 
n’a pas besoin de se donner a priori un « pas » d’échantillonnage, 
mais on ne doit pas oublier que des fluctuations d’uniformité de ré- 
partition des vecteurs q, peuvent s'avérer considérables, tandis que 
ces derniers ne tombent dans des parties déterminées de ® qu'avec 
une certaine probabilité. 

Compte tenu des considérations exposées, il serait le plus rai- 
sonnable d'utiliser des suites déterministes {@,.} dont l’uniformité 
est plus élevée que celle des réalisations aléatoires, et le cycle de 
duplication du pas est deux fois plus court que dans le cas d'un 
réseau cubique (lorsque le pas est diminué de deux fois, le nombre 
de PSE nécessaires est doublé indépendamment de la dimention 
de ®). 

Nous n’allons pas nous arrêter sur les questions de construction 
de telles suites (elles portent le nom de SA.-suites), ni sur leurs pro- 
priétés. Disons seulement que pour un cube de dimension » d’arête 
unité toutes les coordonnées des points , sont, pour un intervalle 
déterminé des valeurs r, des fractions de dénominateur 2”, autre- 
ment dit, les SA.-suites sont des sous-ensembles spéciaux de réseaux 
cubiques dont le pas est divisé par 2 au passage à chaque étape sui- 
vante (la grandeur du pas est pour ainsi dire choisie automatique- 
ment sans qu'on ait besoin de la donner préalablement). Les SA.- 
-suites commencent à être largement. utilisées pour le calcul des 
intégrales multidimensionnelles et des extrémums, et de nombreuses 
expériences numériques témoignent en leur faveur: les SA.-suites 
sont préférables aux suites aléatoires. 

Il nous reste deux questions à élucider. Supposons que nous nous 
sommes donné une SA.-suite {æ,} et voulons construire les points 
correspondants x,. On se demande : quand la construction de l’e-ré- 
seau dans D, est-elle terminée et comment peut-on diminuer le nom- 
bre de points x, si l’on tient compte du fait que la dimension n de l’es- 
pace de configurations est supérieure à celle de l’espace de travail 
et qu’à ces configurations q, différentes peut correspondre un même 
point x? 

En vertu de la définition (7.1), si les points {x,, r << {V} forment 
un e-réseau, les autres points {x,, r > W} vérifient la condition 
(7.1). Cette considération peut être utilisée à la fois comme critère 
de complétude de l’e-réseau et comme critère pour réduire le nombre 
de ses points, en résolvant en même temps les deux problèmes posés. 

Nous allons former l’e-réseau comme une sous-suite {x} de la 
suite des x, tels que 

min|x,—xn|>e. (7.4) 
m 


La condition (7.4) permet de rejeter les points trop rapprochés 
en réduisant le nombre de points et en améliorant l’uniformité de 
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l'e-réseau dans D,. Si la condition (7.4) n’est pas satisfaite pour 
un nombre M de configurations successives @,, choisi à l'avance, 
le processus de construction de l’e-réseau s'achève, puisque le vo- 
lume occupé dans D, par les points x dont la distance à tous les points 
x est strictement supérieure à e devient suffisamment petit. On 
montre dans [40] sur l’exemple d'un BM plan comportant trois 
couples de rotation (fig. 4.11) comment les quantités e et M sont 
liées entre elles et quelle est leur influence sur la précision de l’es- 


timation Ÿ du volume V (Do). 


Remarquons que pour calculer l'estimation V directement d'a- 
près le nombre de points N, de l’e-réseau {x}, il faut connaître la 
densité de ces points, laquelle peut varier pour e fixe dans des limi- 
tes assez larges, même en l’absence de points 
excédentaires. Considérons à titre d'exemple 
un réseau cubique de pas ô qu'on peut 
regarder comme un e-réseau sans points 
excédentaires pour tout 6 pris dans l’inter- 
valle 


e<ô<2/V3. (7.5) 


Dans cet intervalle, la densité (c’est-à-dire 
Fig. 4.11 la valeur 6° du volume élémentaire) varie de 
1,5 fois. Par conséquent, pour construire 


l'estimation V dans le cas général, il faut prévoir l'étape de cons- 
truction d’un réseau cubique régulier dans D, à l’aide de la condi- 
tion (7.1), bien que dans le cas considéré dans [40] la densité de 
l'e-réseau reste pratiquement invariable lors de la variation des 
limitations (5.2) et donc de la suite de configurations {,} initiale. 


Résumons: le calcul de l'estimation V par la méthode de l’e-ré- 
seau implique l'emploi de quatre algorithmes: 

1) formation de la suite des @,; 

2) calcul des points x, à l’aide de (7.3); 

3) construction de l'e-réseau {x} sur la base du critère (7.4); 

4) résolution du problème 2 pour les points du réseau cubique 
dans D, compte tenu de (7.1), où l’on prend pour x, les points xn. 

Les algorithmes 3) et 4) nécessitent le triage des points de l'e-ré- 
seau avec le calcul des distances. Ces opérations s’accélèrent con- 
sidérablement si, primo, l'on ordonne les points x} suivant leurs 
distances à l'origine des coordonnées (ce qui permet de limiter le 
triage); et, secundo, on utilise au lieu de la distance | x — xn | 
son carré, ce qui permet d’omettre l'opération d'extraction de la 
racine carrée. 

Les résultats cités dans [40] montrent que les SA.-suites {p,} 
permettent de construire des e-réseaux avec un degré d’uniformité 
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assez élevé. La méthode exposée s'applique entièrement au cas des 
BM tridimensionnels. L 


La précision des estimations V suffit pour des calculs pratiques 
(dans la plupart des cas considérés l’erreur relative ne dépasse pas 
5 %). La précision peut être élevée si l’on utilise pour la description 
géométrique de l’espace de travail du BM le tracé de graphique 
par ordinateur dont nous avons déjà parlé au $ 4.6. Dans ce dernier 
cas, il peut s'avérer utile de classifier les points de l’e-réseau par 
sections de l’espace de travail (par exemple, selon la coordonnée 
verticale z) et de balayer ces sections l’une après l’autre. 


$ 4.8. Problème de positionnement 


Le problème de positionnement de l’effecteur d’un BM consiste, 
selon le $ 4.5, à rechercher une solution admissible (située dans ®) 
de l'équation (5.1) pour le second membre x donné. 

Remarquons que pour presque toutes les constructions connues 
de BM, le système (5.1) peut être résolu par rapport aux trois coor- 
données généralisées q, spécialement choisies qu’on exprime à 
l’aide des coordonnées zx, du point de positionnement et des nr — 3 
quantités @, qui jouent le rôle de paramètres libres. Les méthodes de 
construction des solutions fermées sont considérées au $ 4.9; ces 
méthodes fournissent tout l'éventail des solutions du problème de 
positionnement au point x. 

Il faut dire que les solutions fermées 4 (z:, ;) n'existent pas 
dans tout le domaine (5.2) des valeurs admissibles des paramètres 
indépendants ;, loin de là, et, d’autre part, ce n'est que dans une 
partie de ce domaine que sont vérifiées les conditions (5.2) pour :. 
La recherche d’un point q@ appartenant au domaine de définition 
des solutions fermées (et chaque point @ assure xc = x) peut donc 
nécessiter le triage des valeurs ;. Si ce triage ne s'impose pas, il 
est plus avantageux d'utiliser pour le positionnement du BM la 
méthode des approximations successives permettant de subordonner 
la recherche des solutions aux limitations (5.2). 

Les méthodes d’approximations successives sont aujourd'hui 
largement utilisées pour la recherche des racines des systèmes d’équa- 
tions non linéaires. Elles sont toutes basées en général sur diverses 
variantes de la méthode du gradient, ce qui confère un caractère local 
à la procédure des approximations successives et fait dépendre leur 
convergence du choix plus ou moins heureux de l’approximation 
initiale. Pour obvier à cet inconvénient, on complète parfois ces 
méthodes par des procédures non locales (déterministes ou stochas- 
tiques) du choix des approximations initiales. 

Si l'on renonce au choix des approximations initiales en con- 
sidérant la configuration , fixe, on peut atténuer le caractère local 
de la procédure du gradient en appliquant la méthode des appro- 


10—0243 


446 PROPRIÊTES GÉOMETRIQUES DES BM. PORTÉE [CH. 4 


ximations successives directement aux points de l’espace de tra- 
vail et non aux points œ de l’espace de configurations du BM. A cet 
effet on relie le point initial x (@.) au point « but » x par une chaînet- 
te de points de l’espace de travail voisins x,, x, . .., XN = X. 
Connaissant la solution q,, au point x,, on construit facilement la 
solution @h+, du problème de positionnement au point suivant 
Xm+1 Par la méthode du gradient par exemple, la précision étant sa- 
tisfaisante déjà en première approximation à condition de choisir 
la différence | xm+1 — Xm | suffisamment petite. 

Le nombre d’itérations est évidemment égal au nombre N de 
points intermédiaires x, et la procédure même n'est en fait que la 
construction, dans l’espace de configurations, d’une trajectoire cor- 
respondant à la trajectoire donnée {x,, } de l’effecteur du BM, c'’est- 
à-dire qu'on obtient la solution du problème, dit problème de cons- 
truction des déplacements du BM, dans la position qui est considérée 
en détail au $ 9.1. 

La méthode que nous décrivons a été appliquée à la résolution 
du problème d'orientation traité au chapitre 5. Remarquons ce- 
pendant que même dans le cas du problème de positionnement, l’ap- 
plication de cette méthode se heurte à deux obstacles: 

1) la non-convexité de l’espace de travail du BM (le segment de 
droite reliant le point initial x (g.) au point x peut dans certains 
cas sortir des limites de cet espace); 

2) la présence de frontières intérieures dans l’espace de travail 
où le prolongement continu de l'une des solutions du problème de 
positionnement n’est pas possible (par suite des restrictions de mo- 
bilité dans les couples de rotation ; dans ce paragraphe cette entrave 
sera traitée en détail). 

Quant au problème d'orientation, les opérations élémentaires 
intermédiaires nécessitées par cette méthode sont beaucoup plus 
difficiles à réaliser. 

Nous allons exposer la méthode de la descente par coordonnées 
qui a été appliquée dans [78] à la résolution du problème de position- 
nement et qui peut être appliquée à des mécanismes de structure 
cinématique arbitraire et à n'importe quel degré de mobilité. Dans 
le cas général d’un système d'équations non linéaires, la méthode de 
la descente par coordonnées, tout comme les méthodes du gradient, 
est locale. 

Pourtant, la fonction de position des BM présente une particula- 
rité de structure importante: lors de la variation de l’une seulement 
des coordonnées généralisées ; le point C se déplace soit suivant 
une droite (pour des couples de translation), soit suivant un cercle 
(pour des couples de rotation). Ceci permet de calculer analytique- 
ment, pour toute configuration , la valeur optimale q? de chacune 
des coordonnées @;, qui minimise | x — F (œ) |. Le principe de la 
descente par coordonnées veut que cette différence soit considérée 
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comme une fonction d'une seule variable ; pour des valeurs fixes 
des autres coordonnées. La procédure itérative de descente par coor- 
données perd de ce fait son caractère local. 

Déterminons la valeur optimale de la coordonnée 5 dans la 
méthode de la descente par coordonnées pour des couples cinéma- 
tiques de translation et de rotation [41]. 

Si le j-ième couple est un couple de translation, alors en écrivant 
la matrice À; (cf. (3.5)) sous la forme 


A; = Aÿsj + À; (8.1) 
où À, Ai sont des matrices à éléments constants au pas considéré, 
on tire de (3.9), (3.12) 

Xc = 8,5; + b.. (8-2) 
Les vecteurs a,, b, se confondent avec le second membre de (3.12) 
lorsqu'on porte dans À les matrices 4°, A5 au lieu de À;. En dérivant 


le carré de l'écart ‘(x — xc) (x — xc) par rapport à la variable s,, 
on obtient, compte tenu de (8.2), l'équation suivante: 


d {f(x —xc) (x—xc)) 


ds =2{(‘a,a,)s;+'a,(b,—x)]—0, 


d’où l’on tire la valeur cherchée 
s? — la,(x — b,)/(‘a.a,). (8.3) 


Si la valeur de s° donnée par (8.3) n’äppartient pas à l'intervalle 
[s;, s;] des valeurs admissibles des déplacements relatifs des segments 
du couple de translation, le minimum de l'écart est réalisé pour la 
valeur limite correspondante : s; (pour s? << si) ou s; (pour s$ => s;). 

Si le j-ième couple est un couple de rotation, la matrice A; s'écrit 
de la façon suivante (cf. (3.5)): 


A; = À;jsin 6; + Ai cos 6; + A;”. (8.4) 
En portant cette expression dans (3.9), on tire de (3.12) 
Xc —= & sin 6; + be cos 8; + de, (8.5) 


où les vecteurs as, be, de ne dépendent pas de 6;. La condition de 
nullité de la dérivée du carré de la distance | x — xc [° par rapport 
à 6; s’écrit alors 


‘(8e cos 6, — b, sin 6) (as sin 6; + be cos 0; + de — x) = 0. 


(8.6) 
Remarquant que (8.5) est l'équation paramétrique du cercle de 
centre dé et donc que |xc — de | = const, on peut simplifier 


(8.6). Une dérivation nous donne 


‘(ao cos 6; — b, sin 8;) (a sin 6; + be cos 8;) = 0. (8.7) 
10° 
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Retranchant (8.7) de (8.6), on trouve 


‘(ae cos 6, — b4 sin 6) (de — x) = 0 (8.8) 
et définitivement 
tg 0% — ‘ao (de — x)/'bo (de — x). (8.9) 


La relation (8.9) nous fournit deux valeurs extrêmes de 8, dif- 
férant de x l’une de l’autre, à l’une desquelles correspond le mini- 
mum et à l’autre, le maximum de l'écart | x — xc |. La valeur mi- 
nimale cherchée se trouve d’après le signe de la dérivée seconde, 
lequel, en vertu de l'égalité (8.7), se confond avec le signe de l’ex- 
pression ‘(as sin 0, + b; cos 6,) (x — de). Au point 6? cette quan- 
tité doit être positive. 

Pour un couple de rotation, si la valeur trouvée de 6? a’appartient 
pas à l'intervalle de valeurs admissibles (0;, 65], elle est aussi rem- 
placée par l'extrémité de l'intervalle la plus proche (compte tenu 
de la situation des points x et —x). [l est conseillé de commencer la 
procédure de descente par coordonnées par des couples de rotation 
de plus petits numéros auxquels en général correspondent des cer- 
cles (8.5) de rayons plus grands. 

Notons que dans la procédure de descente par coordonnées la 
mobilité redondante des BM permet de nous limiter à trois coordon- 
nées généralisées p;, pour des valeurs fixes p;, de toutes les autres 
coordonnées. Une telle approche permet de répartir le volume de 
mouvement par degrés de mobilité lors du positionnement du BM, 
en faisant varier la solution de l’équation (5.1). Certes, dans cette 
approche aussi, peuvent se présenter des situations où l'écart | x — 
— Xç | ne diminue pas indéfiniment puisque la solution cher- 
chée n'existe pas pour des p;, données. On doit alors introduire en 
considération accessoirement quelques autres coordonnées }. 

Considéré comme une fonction dans l’espace de configurations 
©, l'écart peut admettre des minimums locaux | x — xc (p) | > 0 
également pour des points x € D, où le problème de positionne- 
ment possède une solution. Considérons des BM plans qui compor- 
tent, pour fixer les idées, les seuls couples de rotation. La condition 
de minimum de | x — xç | suivant 8; entraîne alors que soit 6, = 6;- 
6;, soit l'axe du j-ième couple (plus exactement, le point d'inter, 
section de cet axe avec le plan du mouvement) se situe sur la droite 
passant par x et xc. 

Pour la configuration q assurant le minimum local à l'écart 
1x — xc (®) |, cette condition doit être réalisée simultanément 
pour tous les couples. En l'absence de limitations sur les angles de 
rotation, pour arriver au point q de minimum local au cours de la 
descente par coordonnées, il faut que dans la configuration précéden- 
te les axes des couples 1, 2, . .., j se situent sur une droite, les 
axes des couples j + 1, ..., nr et le point x. sur une autre droite 
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et que la progression se fasse dans la direction de 8;. Il en découle 
que pour « éviter » le point de minimum, il suffit, si l’on tombe dans 
la configuration du type indiqué, de changer le numéro du couple uti- 
lisé au pas de descente suivant. Dans des constructions réelles de 
BM les configurations à segments pliés ne sont pas admises par des 
limitations de mobilité, si bien que le cas considéré présente un 
intérêt purement théorique. : en 

Un autre type de points de minimum local est conditionné par 
des limitations de mobilité dans les couples de rotation. Reprenons 
pour expliquer ce phénomène la figure 4.8 a. Ici les arcs de cercle 
CC, et CC: sont intérieurs pour l’espace de travail, mais, comme 
il est facile de voir, ils limitent les zones d’« atteignabilité » du point 
C pour des valeurs positives et négatives respectivement de 6,. Si 
l'on tombe sur un point de minimum de ce type, on peut se tirer 
d'affaire moyennant un procédé plus radical, à savoir le changement 
du signe de 6,. La situation ressemble un peu à celle qui se présente 
lorsqu'on essaie de se gratter le dos et, ne pouvant pas atteindre le 
point. voulu avec une main, on reprend la tentative avec l’autre main, 
ce qui correspond justement au changement de signe de 8,. 

Ces raisonnements sont applicables aux BM tridimensionnels 
où l’on arrive également, avec des procédés analogues, à éviter le 
« pliage » d’une chaîne cinématique en une droite et à la « déployer » 
si le sens de rotation de l’axe est inverse du sens exigé. 

On trouvera dans [51] une analyse numérique de l'algorithme de 
positionnement du BM plan montré sur la figure 4.11 où a, = a, = 3, 
as = 1. Le cas considéré est celui des débattements symétriques 
10; | d; pour d, = d; — 2. Si le premier couple peut tourner 
librement (d, = x), la « vitesse » de descente par coordonnées dépend 
uniquement de la configuration initiale q, et de la distance 
r = Vx + du point x à l’origine des coordonnées. 

La figure 4.12 a, b représente, pour le cas d, — n, la variation 
du nombre N de pas de la procédure de descente par coordonnées 
(à l’échelle logarithmique) en fonction du paramètre r. Les courbes 
1, 2 et 3 diffèrent par l'erreur admissible 8 — | x — xç | de la so- 
lution : on a respectivement 6 — 0,35 (5 % de la longueur totale du 
BM), 6 = 0,07 et 5 — 0,01 pour les courbes 1, 2 et 3. Les courbes 
de la figure 4.12 a sont construites pour 816 — 650 = 030 = 4; 
celles de la figure 4.12 b pour 6,, — 6,, — 639 — 51/9. Dans les 
deux cas, N = 1 pour |r — r, | 6. La variation de W en fonction 
de |r — r, | est proche d’une fonction monotone, bien que dans le 
premier cas elle acquière pour r << r, un caractère oscillatoire avec 
le décroissement de 6. A l'approche du point x de la frontière extérieu- 
re de D, (r—7)N croît rapidement puisque les configurations 
qui correspondent à cette frontière présentent des singularités (les 
petits déplacements de xc tendent vers des déplacements unidimen- 
sionnels). Quant à la frontière intérieure de D,, là où r — 2,25 et 
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10, | = | 0, | = 2, aucune singularité n’est signalée. Ainsi donc, 
l'algorithme de la descente par coordonnées permet d'obtenir la 
solution du problème de positionnement avec une précision élevée 
et ce, indépendamment de la configuration initiale q.. 


Fig. 4.12 


On voit sur la figure 4.12 que le nombre N d'itérations nécessai- 
res dépend dans une grande mesure du choix de æ.. La figure 4.13 
montre l'influence intégrale du choix de æ, et de la valeur 6 sur la 


0 on 007 0,35 
Fig. 4.15 


vitesse de la descente. Ici Noy est 
la moyenne de À prise sur r, les cour- 
bes a sont construites pour 8;, = s1/4, 
les courbes b, pour 6,, = 5x/9, le 
pointillé correspond au cas de d, = x, 
le trait plein, au cas de d, = 2. 
Dans le dernier cas, le nombre N 
dépend de la position du point de 
positionnement x dans D,. Pour obte- 
nir les valeurs Naoy de la figure 4.13 
on a pris la moyenne de W sur les 
nœuds x d’un réseau carré de pas égal 
à l'unité. Le nombre de points de 
positionnement diminuait avec 6, 
puisque dans la procédure de moyen- 
nisation participaient également les 
points extérieurs à D, mais dont la 


distance à la frontière de D, est inférieure à 6. On voit que les li- 
mitations d, n'influent pratiquement pas sur Vaoy. L'écart entre 
les courbes pleines et traitillées s'explique par une répartition 
inégale des points x suivant le paramètre r dans les deux cas. 
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La possibilité d'utiliser pour tous les x une même configuration 
initiale , conduit à la situation où, au lieu de chercher une bonne 
approximation initiale pour chaque point de positionnement, com- 
me il se doit normalement dans les méthodes itératives, .on cherche 
une configuration q, suffisamment bonne «en moyenne », c'est-à- 
dire pour l’ensemble des opérations de positionnement. La figu- 
re 4.13 montre que la configuration 6; = x/4 assure dans une large 
gamme de valeurs 6 une convergence deux fois plus rapide que la 
configuration 6; — 5x/9, en moyenne pour tout l’espace de travail. 

Notons en conclusion de ce paragraphe qu'on peut appliquer 
la solution obtenue du problème de positionnement au calcul de 
l'estimation V (D;) d’atteignabilité en vérifiant l'existence de 
solutions aux nœuds d’un réseau carré (ou cubique). Si les calculs 
de chacun des points, nécessités par cette méthode, sont beaucoup 
plus difficiles que dans la méthode de l’e-réseau, en revanche le nom- 
bre de points à calculer se trouve nettement diminué. 

L'algorithme exposé de la descente par coordonnées admet une 
généralisation au problème d'orientation (cf. $ 5.4). Si les solutions 
fermées du problème d'orientation n'existent pas, la méthode de 
la descente par coordonnées serait probablement l'unique moyen 
possible de construction des estimations de maniabilité par suite de 
l’augmentation de la dimension de l’espace d'intégration (cette di- 
mension est égale à trois pour l'atteignabilité et à cinq pour la ma- 
niabilité). 


$ 4.9. Sur les solutions fermées du problème 


de positionnement 


Par solutions fermées, on entend les relations finies permettant 
de calculer toutes les configurations d’un BM avec xc = x. Pour 
limiter le nombre de solutions, il faut fixer dans ces relations les 
valeurs de r7 — 3 paramètres « redondants ». Nous avons signalé 
au paragraphe précédent un inconvénient majeur des solutions fer- 
mées du problème de positionnement, c’est leur domaine d'existence 
indéterminé. Pourtant, les solutions fermées défient toute concur- 
rence lorsqu'il s’agit de balayer, avec un certain degré de discrétisa- 
tion, tout l’ensemble de configurations avec xc = x. Il est montré 
au $ 6.1 qu'un problème de ce genre se pose lors de la construction 
des estimations des propriétés mécaniques des BM en certains points 
de l’espace de travail; on peut effectuer un balayage uniforme des 
solutions fermées à l’aide par exemple des SA,-suites (cf. $ 4.7) 
dans l’espace des paramètres redondants. 

Proposons-nous de construire les solutions fermées du système 
d'équations (5.1) décrivant le problème de positionnement. Si les 
valeurs de r7 — 3 coordonnées généralisées sont fixées, le système 
(5.1) est équivalent à un système de trois équations à trois inconnues. 
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Les déplacements s, des couples de translation figurent au système 
(5.1) au premier degré, à la différence des angles de rotation 6; des 
couples de rotation. On a donc intérêt à inclure les coordonnées s; au 
nombre des inconnues, alors que la forme et le nombre des solutions 
fermées dépendent du nombre de couples de translation dans la 
chaîne cinématique considérée. Si un BM comporte trois couples 
de translation et que leurs coordonnées s, soient prises pour incon- 
nues, le problème de positionnement se ramène à un système de trois 
équations linéaires et possède une solution unique (pour des va- 
leurs fixes des paramètres « redondants »). 
Supposons qu’un BM comporte deux couples de translation 
à axes non parallèles. On prend alors pour inconnues les déplacements 
correspondants s,, s, et l’un des angles 6;. Récrivons (5.1) compte 
tenu de (3.9) sous la forme: 
Aj-.. An (les + es) = 4j... Aï'x. (9.1) 


Selon (3.6), les variables s4, s, figurent dans Aï', Ax;' au premier 
degré. Selon (3.5), la troisième des équations scalaires composant 
(9.1) ne comporte pas 8;. En outre, comme il est facile de voir, en 
élevant au carré et en additionnant les deux premières équations, 
on élimine 6; entre ces équations et l’on obtient une équation du 
second degré en s;, s,. On a en définitive un système de deux équations 
en S;, Sx, l’une linéaire et l’autre, quadratique, qui admet deux 
solutions. 

Soit maintenant un BM à un couple de translation unique. Com- 
mençons par le cas où les coordonnées généralisées cherchées sont 
Si, 07 et O4 (ê <'j <Lk). Reprenons le système (9.1). La troisième 
équation ne comporte pas 6;, son premier membre est une forme 
linéaire en cos 64 et sin 6,, et son second membre, une fonction li- 
péaire en s. Eliminant 6; entre les deux premières équations, on 
obtient une égalité reliant deux formes quadratiques en cos 8,, sin 84 
et s. Exprimant s, de la troisième équation du système (9.1) à l’aide 
de 6, et en le portant dans l'égalité précédente, on obtient une 
équation quadratique en cos 6, et sin 6;, laquelle peut admettre 
jusqu’à quatre solutions différentes. 

Le cas où 4 << j < i ne diffère du précédent que par le fait que 
les inconnues s, et 6, dans (9.1) s’échangent de place. Quel que soit 
le numéro i du couple de translation, on peut évidemment choisir 
les numéros j, À des couples de rotation de façon que soit réalisée 
l’une des conditions i <j<<kouk< j<i. 

Supposons enfin que tous les couples du BM sont de rotation. 
Utilisons de nouveau (9.1) pour déterminer les inconnues 86,4, 8, 
0, (à < j <k). Eliminant comme d'ordinaire sin 8; et cos 6;, nous 
obtenons deux équations, l’une comportant à ses premier et second 
membres des fonctions linéaires de sin 6,,, cos 6,, (m = i, k), l’autre 
les formes quadratiques de ces variables. Dans le cas général, ce 
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système est difficile à résoudre sous forme fermée, mais la dégéné- 
ration de certains paramètres géométriques du BM donne lieu à 
des simplifications. 

Supposons par exemple que les axes des couples à et i + 1 se 
coupent, c'est-à-dire que a; = 0. Posant alors j = i + 4, on trouve 
que les formes linéaires en sin 6,, cos 6; des deux équations sont 
proportionnelles et que par suite l'équation du second degré en sin 6;, 
cos 6, se laisse réduire à une équation homogène et remplacer par 
une forme linéaire en sin 264, cos 28,. Une autre forme quadratique 
s'obtient si on élève au carré l'équation linéaire en sin 6,4, cos 64. 
Résolvant ce système par rapport à sin 26;,, cos 26, et se servant 
de l'identité (sin 26,)° + (cos 28,)* = 1, on obtient l’unique équa- 
tion du quatrième degré en sin 6,, cos 84. Cette solution n’est certes 
fermée que conventionnellement, cependant l'analyse numérique 
d’une équation à une inconnue ne présente en général pas de dif- 
ficultés. 

Un autre cas particulier important est celui des axes parallèles 
des couples à et i + 1, c’est-à-dire lorsque &; = 0. Alors pour 
j = i + 1 la troisième équation du système ne contient évidemment 
ni 6;, ni 0;4, et, étant linéaire en sin 6,, cos 8, permet de trouver 
6,. Eliminant ensuite 6;;, entre les deux premières équations, on 
obtient une équation quadratique en sin 6,, cos 64. 

Notons en conclusion de ce paragraphe que les solutions fermées 
du problème de positionnement sont un cas particulier des solutions 
analogues du problème d'orientation qu’on construit au chapitre 
suivant (cf. $$ 5.5 à 5.7) où elles sont utilisées à l'analyse de la 
deuxième propriété géométrique des BM, à savoir leur maniabilité. 
Les paramètres « redondants » à fixer sont dans ce cas les angles 
d'orientation de l’effecteur. Etant plus générale (puisque permet- 
tant d'étudier à la fois les deux propriétés géométriques), cette ap- 
proche du problème de positionnement implique cependant des 
calculs plus volumineux, car nécessite la détermination, en chaque 
point, de toutes les x coordonnées généralisées, ne permettant pas 
de se limiter à la recherche des seules trois coordonnées fondamen- 
tales. Ceci complique considérablement les algorithmes de calcul 
des solutions qu'on arrive à construire, comme il le sera montré 
au chapitre 5, seulement pour des classes déterminées de chaînes ci- 
nématiques. 


$ 4.10. Portée optimale 


Nous avons exposé plus haut les méthodes qui permettent, d'a- 
près la structure du BM et les valeurs de ses paramètres géométriques, 
de décrire la forme et de calculer le volume V de l’espace de tra- 
vail et d'évaluer par là même la portée du BM considéré. La question 
qui nous intéresse pour le moment est de savoir s’il est possible 
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de comparer les portées des BM différents. La réponse affirmative 
à cette question signifie qu’il est légitime de poser et donc de ré- 
soudre les problèmes d'optimisation des BM suivant leur portée et 
que la notion de portée optimale a un sens. 

Commençons par le cas le plus simple et le plus clair où aucune 
exigence n’est imposée à la forme de l’espace de travail. Il est na- 
turel de supposer que le BM dont la quantité V (D,) est plus grande 
a une portée meilleure, autrement dit, le BM dont l’effecteur peut 
atteindre un plus grand nombre de points x différents [30, 38]. On 
peut étayer cette hypothèse à l’aide de l’interprétation probabiliste 
suivante de l'estimation V (D,). 

Considérons une boule D de centre en l’origine des coordonnées 
x = 0 et de rayon « suffisamment grand » (notoirement supérieur 
à la longueur déployée du BM) et choisissons « arbitrairement » 
une opération de positionnement en un point aléatoire x € D. Pour 
rendre ce choix vraiment arbitraire, il faut admettre que la loi 
de répartition de x dans D est uniforme, c'est-à-dire que p (x) = 
= 1/V (D). En d’autres termes, nous admettons que toutes les opé- 
rations élémentaires avec x € D sont équiprobables. Dire cela re- 
vient à dire que la forme de l’espace de travail nous est indifférente, 
ce qu’en fait nous avons supposé plus haut. La probabilité P de réali- 
sation de l'opération de positionnement à x aléatoire est alors égale à 


P = V (D,)/V (D) (10.1) 


et donc proportionnelle à V (D,). La probabilité de réalisation des 
opérations de positionnement à x différents croît avec V (D,). 

Le volume V de l’espace de travail est défini avant tout par les 
dimensions des segments du BM: sa portée est d'autant plus élevée 
que ses segments sont plus longs. De cette façon, pour traiter la ques- 
tion de portée optimale, il faut imposer une condition supplémentai- 
re à la longueur totale de la chaîne cinématique du BM. Il se pose 
tout de suite les problèmes de détermination des relations optimales 
entre les longueurs de segments et des limitations de mobilité des 
couples cinématiques. 

Considérons à titre d'exemple le BME, probablement l’unique BM 
où ce problème se résout analytiquement *). Supposons que les para- 
mètres géométriques d,, d,, L vérifient ensemble l'inégalité linéaire 


*) Pour des BM tridimensionnels à six couples de rotation on trouve dans 
{66*] des considérations théoriques fort intéressantes, relatives à l'optimisation 
de la disposition relative de leurs axes dans le but de maximiser le volume de 
l'espace de travail. Dans [33*] est exposé l'algorithme numérique de calcul des 
rapports optimaux des longueurs des éléments d'un BM tridimensionnel à trois 
couples de rotation (les critères d'optimisation sont, dans cet article, le volume 
maximal de l’espace de travail et le volume minimal des « vides » dans cet es- 
past L'algorithme utilise les expressions algébriques pour les points de portée 

imite du BM dans les sens axial et radial, ce qui permet de choisir rationnelle- 
ment les limites et la densité des points d'intégration numérique. 


° 
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à coefficients de pondération.m,, m,: 
(md +md)+1< g, (40.2) 


où le paramètre qg a la dimension du déplacement. Les valeurs optima- 
les de d,, d, et L doivent évidemment faire de (10.2) une égalité. En 
outre, si m —= m, = M, le maximum de V est réalisé pour des limi- 
tations symétriques d, = d, = d. 

Nous limitant par souci de simplicité au cas symétrique, passons 
aux variables adimensionnelles et remplaçons (10.2) par l'égalité cor- 
respondante 

mx + À = 1, x — d/q, À = lq. (10.3) 


Si x et À vérifient la double inégalité0 & A xV 2, on tire de (10.3) 
1{m+V2)<x<t/m, 0OLSASY2/(m+ V2), (10.4) 

et, en vertu de (5.6), V est une fonction quadratique de À et x: 
= (4x? + 8xX + nÀ°) g°. (10.5) 


Portant dans (10.5) À = 1 — mx tiré de (10.3) et dérivant par rap- 
port à x, on obtient la relation linéaire suivante 


V' = 2g° [x (4 — 8m + nm°) + 4 — nml, (10.6) 
si bien que dass l'intervalle (10.4) des À suffisamment petits la fonc- 
tion V (x) admet un seul point de maximum. Si m< 1, alors pour 


À > 0, %x< {/m on a V’ (x) > 0 et donc max V est réalisé pour les 
valeurs 


x = Â/m, À, = 0 pourm< 1. (10.7) 
Pour des m tels que 
1£<m<m'=(1+V2)(1+n y 2/4): (10.8) 
la racine de l'équation (10.6) 
Am — 4 4 (1—m) 
Xe Emme? M Em pans (10.3) 


vérifie la condition (10.8) et donc réalise le maximum de la fonction 
V (x). Enfin, pour m > m’ la quantité V’ est strictement négative 
dans tout l'intervalle (10.4) et donc l’extrémum de V (x) est réalisé 
pour x << 4/(m + V2), où les formules (40.5) et (10.6) sont inappli- 
cables. 

Compte tenu de l’aire du « trou » dans D, (cf. fig. 4.5 b), on trou- 


ve pour x << 1/(m + V 2) 


VO on 4 [an (EE) 


— x (VA F— 2x) |. (10.10) 
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L'étude analytique de V” est assez compliquée, mais une analyse 
numérique permet de se convaincre que pour m >m la fonction 
V (x) admet un point de maximum unique x,, et que x, décroît stric- 
tement avec l’accroissement de m. La relation x, (m) obtenue four- 
nit la valeur maximale de D,. 

Considérons maintenant un cas plus général où les tâches à réa- 
liser par le BM en question imposent certaines contraintes à la forme 
de l’espace de travail. On peut formaliser ces contraintes après avoir 
défini un domaine D, qu’on prendra pour espace de travail « idéal » 
et en évaluant la portée par la quantité 


V, = V(D,N Dis), (40.11) 


c’est-à-dire par le volume commun aux domaines D, et D, ; autre- 
ment dit, seuls les points de positionnement qui sont intérieurs au 
domaine D, concourent au calcul de V.. 

Reprenons l’exemple du BME à limitation linéaire (10.2) pour 
M = M = Mm et supposons que D, = { |z, | Lu}, c'est-à-dire 
qu'il faut assurer à l’effecteur du BME un déplacement maximal 
suivant z,et un déplacement limité suivant z,. Si les valeurs opti- 
males d, = d, = d, et lL, trouvées plus haut vérifient la condition 
PAST u, elles restent optimales relativement à l'estimation 
S'il n’en est pas le cas, le maximum de V, est réalisé pour des li- 
mitations inégales d,  d, et (10.3) est à remplacer par deux condi- 
tions 


+m(d+d)+i=g d+l=u, (10.12) 


qui assurent l'égalité V, — V et permettent comme auparavant de 
représenter V, comme une fonction d’une seule variable. Prenant 
d, pour cette variable, on tire de (5.6) et (10.12) l’expression de 
Vs, (d,). Une dérivation nous donne 


V' (d;) = 2u (4m — n) — 24, (4 — x). (10.13) 


I1 découle de (10.12) et (10.13) que pour m < 1 on a comme avant 
V,, > 0 et donc max V, est réalisé pour 


die = 2g/m —u, dy = u, le = 0. (10.14) 


Comparant (10.14) à (10.7), on remarque que ces relations diffèrent 
uniquement par la «redistribution» des valeurs d,, et d.,, leur somme 
restant constante (la condition 2q > mu de positivité de d,, est 
nécessaire à la compatibilité des égalités (10.12) pour des d,, d2, L 
positifs). Lorsque 1< m<%4/x, on tire de (10.13) 


= u(4/m— x) = 4u (1—1;m) : (10.15) 


2e äa—n ’ 4—n 
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Pour que les relations (10.15) soient applicables, il faut poser 


accessoirement 
d>0,4+4>r. (10.16) 


Lorsque la seconde condition (10.16) est violée, l’aire V, se définit 
par une relation analogue à (10.10) compte tenu de d, Æ d,. Si m 
continue de croître, d,, s’annule et le déplacement de l’effecteur sui- 
vant x, est assuré uniquement par le couple de rotation. 

Dans l’exemple considéré le domaine D, est symétrique par rap- 
port à l’origine des coordonnées. Si le domaine n’est pas symétrique 
et, par exemple, D, = {u’ << z,<< u”}, alors en supposant que sont 
symétriques les limitations s5 = —s;, on peut réaliser le maximum 
de V, en déplaçant de (Ax;, Az.) le point zéro du BM. Dans l’exemple 
traité on a de toute évidence Az, = (u’ + u”)/2. Dans le cas géné- 
ral, la maximisation de l'estimation (10.11) nécessite, à la différen- 
ce de V, qu'on inclue au nombre des paramètres géométriques cher- 
chés du BM, outre les quantités a}, &;, sj, 6; et les limitations de mo- 
bilité, les six coordonnées décrivant la position de la base du BM. 

Nous avons donné la position la plus générale du problème d'opti- 
misation de la portée V,, traité comme problème de synthèse opti- 
male d’une chaîne cinématique assurant le positionnement dans un 
domaine donné D... Cependant, non moins important pour les appli- 
cations est le problème d'optimisation de V, où les paramètres du 
BM sont supposés fixes et l’on cherche la position optimale de la ba- 
se par rapport au domaine D,. Si de plus dans les domaines D, et 
D, jouent les mêmes conditions de symétrie, le problème se simpli- 
fie considérablement grâce à la réduction du nombre de paramètres 
cherchés, comme montré sur l'exemple du BME. 

La relation (10.11) choisie pour exprimer l’estimation de la por- 
tée s'explique par une forme bien déterminée de représentation de 
l'information apriorique sur les opérations de positionnement réali- 
sables. Si du point de vue de l'estimation V (D,) tous les points x 
sont des points « équivalents », l'estimation V, tient compte des 
seuls points appartenant à un domaine D,, mais tous les points de 
D, sont supposés comme auparavant essentiels au même degré. 

La situation la plus générale du point de vue théorique, bien que, 
probablement, la moins intéressante pour les applications, est la si- 
tuation où à chaque point x de l’espace de travail est associé un 
« coefficient d'importance », un poids p (x), égal par exemple à la 
fréquence relative de positionnement au point considéré pour une pé- 
riode de fonctionnement du BM assez longue. On peut alors construi- 
re l'estimation de la portée sous sa forme la plus générales (cf. [38]) 


V, = \ I (Do x) p (x) dx, (10.17) 


où 7 (D,, x) est une fonction discontinue, égale à { pour xE D, 
et à O pour x 4 D,, qui porte le nom d'indicateur de D,. La formule 
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(10.11) est le cas particulier de (10.17) où p (x) = Z (D,, x). L'esti- 
mation V (D,) découle de (10.17) si p (x) = 1 dans tout l’espace de 
travail. 

L'estimation V, a le même sens probabiliste que l’estimation V: 
elle aussi est proportionnelle à la probabilité P de réalisation de 
l'opération de positionnement en un point arbitraire x si la densité 
de probabilité de x est p (x)/k. On se servira toujours de la formule 
(10.1) pour calculer P à condition de remplacer V (D,) par V, et 


V (D) par le facteur de normalisation 4 = \ p (x) dx. 


Quant à la quantité V,, on peut la calculer avec les mêmes métho- 
des numériques qui ont été exposées en rapport avec l'estimation 
V (D). L’obstacle majeur à l’application de cette estimation est cons- 
titué par la construction de la fonction p (x); or cette question sort 
du cadre de la théorie des BM exposée dans le présent ouvrage. 

Ce paragraphe termine l'analyse de la portée des BM. Avant de 
passer à leur autre propriété géométrique, la maniabilité, nous te- 
nons à souligner que les questions d'optimisation de ces deux pro- 
priétés peuvent être traitées ensemble au sein d’un problème unique 
d'optimisation bicritérielle (cf. & 5.3). 


CHAPITRE 5 


MANIABILITÉ 


$ 5.1. Estimations de la maniabilité 


La seconde propriété géométrique importante des BM, leur 
maniabilité, caractérise la possibilité d’orienter l'effecteur dans l’es- 
pace de travail. L'orientation de l’effecteur en un point x est décrite 
par trois vecteurs e,, e,, e, (cf. $ 4.3). L'un de ces vecteurs, disons 
e,, se définit sans ambiguïté par les deux autres, e, et e,. En outre, 
dans les constructions courantes des BM, le dernier couple cinéma- 
tique assure la rotation de l’effecteur autour de l’axe longitudinal 
Zn, de sorte que si les vecteurs x, e, se confondent avec les vecteurs 
donnés, on peut obtenir n’importe quel vecteur e, en faisant varier 
la seule coordonnée 8,. Ainsi, définissons suivant (66, 115] l’opéra- 
tion élémentaire d'orientation comme suit : orienter l'axe longitudinal 
Zn de l'effecteur pour xc — x donné dans la direction du vecteur unitai- 
re v, c'est-à-dire que dans un problème d’orientation sont donnés deux 
vecteurs, x et v, et le nombre de paramètres scalaires fixes est dans 
le cas général égal à cinq. 

L'opération d'orientation est par exemple effectuée lors de la 
prise de l’objet de manipulation par la pince du BM, puisqu'il est 
nécessaire d'assurer à la pince une position et une orientation déter- 
minées. De ce point de vue, l'opération de positionnement n’est autre 
chose que la saisie d’un objet de forme sphérique lorsque l'orientation 
de la pince n'est pas essentielle. 

Si l’on fixe un point x de l’espace de travail, l'ensemble de toutes 
les directions d'orientation possibles v en ce point forme un angle 
solide Y,, appelé dans (66, 115] zone de service au point x. La 
maniabilité du BM au point x est évaluée à l’aide de ce qu'on 
appelle le coefficient de service Q;, soit le rapport de l'angle Y, à 
l’angle solide total 4x: 


Q = Y,/4n. (1.1) 


En particulier, si le coefficient de service est égal à l’unité, les 
opérations d'orientation au point correspondant de l’espace de tra- 
vail sont réalisables dans toute direction. Le domaine délimité par 
la condition Q@, — 1 porte le nom de zone de service total (dans les 
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articles [30, 72] où l’on se penche sur ces questions, ce domaine est 
appelé espace de travail « primaire » des manipulateurs). 
De façon analogue, si l’on fixe la direction d'orientation +, le 
rapport (cf. [38]) 
Q, = V,/V (1.2) 


du volume de la partie de l’espace de travail dans laquelle l'opéra- 
tion d'orientation dans la direction v est réalisable, à son volume to- 
tal est l’estimation de la maniabilité dans cette direction. Les quanti- 
tés Q, et Q, sont égales aux probabilités de réalisation de l’opéra- 
tion d'orientation lorsque l’un des vecteurs, x ou v, est fixe et l’au- 
tre, aléatoire suivant une loi de répartition uniforme sur la surface de 
la sphère unité (v) ou dans l’espace de travail du BM (x). 

Dans le cas où les deux paramètres x et v de l'opération élémentai- 
re sont aléatoires, en prenant la moyenne de la fonction Q, sur son 
domaine de définition D, ou la moyenne de la fonction Q, sur toutes 
les directions v possibles (c'est-à-dire sur la surface de la sphère uni- 
té), on obtient l’estimation globale Q de la maniabilité, appelée aussi 
service du BM (cf. (66, 115]): 


Q=(Vy1 À Q;dx = (4n)"! | Q, dv. (1.3) 


Ds 


Ici et dans la suite, pour des raisons de brièveté, on notera dx — 
dr, dr, drs, dv étant l'élément de surface de la sphère unité. 

Trois problèmes se posent lors de l'analyse de la maniabilité, 
problèmes analogues à ceux rencontrés lors de l'analyse de la portée : 

1) le calcul des estimations de la maniabilité; 

2) la mise en évidence des valeurs admissibles des paramètres de 
l'opération d’orientation (par exemple, la construction des zones de 
service aux points donnés de l’espace de travail); 

3) la recherche d’une ou de toutes les configurations du BM assu- 
rant la réalisation de l'opération d'orientation avec les paramètres 
x, v donnés. Par analogie avec le problème 3 concernant la portée, 
le problème 3 sera appelé problème d'orientation du BM. 

Signalons que le problème d'orientation est souvent appelé 
problème inverse de cinématique des BM. En même temps, on désigne 
par le même terme un autre problème inverse de la robotique, à sa- 


voir la recherche d’un vecteur œ des vitesses généralisées du BM as- 
surant à la pince une vitesse donnée dans une configuration fixe ®. 
Dans le présent ouvrage, nous entendrons par « problème inverse de 
cinématique » le problème de recherche des vitesses généralisées qui, 
à la différence du problème d'orientation, est linéaire. 

Il convient néanmoins de relever qu'on ne connaît pas encore de 
méthodes de solution des problèmes 1 et 2, qui n’exigent au préala- 
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ble une étude du problème 3; celui-ci devient de ce fait fondamental 
pour l'analyse de la maniabilité, tandis que le problème 2 se voit 
estompé. Nous porterons donc une grande attention au problème de 
l'orientation. Cependant, pour calculer les estimations de maniabili- 
té, au lieu de la solution q (x, v) du problème d'orientation on utilise 
une fonction {2 (x, v) égale à l'unité si, compte tenu de (4.5.2), une telle 
solution existe, et nulle dans le cas contraire, c’est-à-dire une fonc- 
tion qui représente la solution du problème 2. En intégrant 
Q (x, v) suivant vet x, on obtient les estimations « partielles » de la 
maniabilité : 


Gt (RG var, Q=7(Q(x väx, (14) 


et en intégrant suivant les deux variables, on retrouve l'estimation 
globale (1.3). Les fonctions Q, et Q, représentent donc les moyennes 
intégrales de Q (x, v) suivant chacune des variables vectorielles, 
tandis que l'égalité des deux expressions (1.3) donnant l'estimation 
globale Q est la conséquence du théorème bien connu d'analyse sur 
l'interversion de l’ordre d'intégration. 

On peut évidemment généraliser les estimations (1.3) et (1.4) 
en introduisant sous le signe somme une fonction de poids p (x, v) 
au lieu de p = 1 (cf. {(38]), analogue à celle introduite au $ 4.10. 
Nous avons déjà parlé des difficultés qu'entraîne le choix d’une telle 
fonction; les raisonnements évoqués en rapport avec la portée sont 
aussi pertinents au cas de la maniabilité. 

L'un des exemples d'utilisation implicite des fonctions de poids 
pour l'établissement des estimations de maniabilité est exposé à 
l'article [90], qui traite des questions de la synthèse structurale et 
paramétrique d’un robot destiné à l’usinage des surfaces. Le critère 
d'optimisation est la valeur du service dit « surfacique » que l’on 
calcule pour les points de la surface donnée et qui est égale au quo- 
tient de la valeur de la zone de service dans le demi-espace constitué 
par le pin tangent à la surface donnée, par la moitié de l'angle soli- 

e total. 

Il est évident que le coefficient de service surfacique est un cas 
particulier de la première formule (1.4), si l’on prend pour fonction 
de poids une fonction p (x, v) concentrée sur la surface donnée (sui- 
vant la variable x) et égale à l’unité ou à zéro (suivant la variable 
v) selon que le vecteur v est dirigé vers l'extérieur ou vers l’inté- 
rieur par rapport au plan tangent. 

A la différence de la portée, la maniabilité est caractérisée non 
seulement par l'estimation globale, mais aussi par des estimations 
partielles Q, et Q,, qui peuvent également être établies pour toutes 
les autres propriétés intrinsèques des BM, aussi bien mécaniques 
qu'algorithmiques (cette question est traitée en détail au $ 6.1). 
Si l'estimation globale donne la moyenne du niveau de maniahilité 
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prise suivant tout l’espace de travail et permet de comparer les dif- 
férents BM ou de les optimiser suivant cette propriété, les estima- 
tions Q, et Q,, quant à elles, permettent de choisir, dans l’espace 
de travail du BM, les zones de service les plus commodes ainsi que 
les directions suivant lesquelles les probabilités de réalisation des 
opérations d'orientation sont maximales. Autrement dit, l’estima- 
tion globale fournit l'information la plus générale sur la propriété 
considérée du BM, tandis que les estimations partielles différencient 
cette information en servant de base à la description de la répartition 
des caractéristiques concernées dans l’espace. 

Le présent chapitre est le seul qui traite en détail des spécificités 
des structures concrètes des chaînes cinématiques tridimensionnelles 
des BM. Nous démontrerons plus loin qu’il est très important d’en 
tenir compte lors de l’analyse de la maniabilité. Il faut dire que pour 
les mécanismes de structures différentes sont préférables les métho- 
des différentes de construction des solutions fermées, exposées aux 
$ 5.5 à 5.7. Pour les structures ne vérifiant pas les conditions de 
Pieper citées au $ 5.5, il est impossible de trouver des solutions fer- 
mées, sauf dans les cas où le mécanisme comporte trois couples de 
rotation successifs à axes parallèles ($ 5.6). 

Le problème d'orientation attire invariablement l'attention de 
chercheurs. Sans entrer dans le détail des approches proposées par 
différents auteurs, contentons-nous de signaler que dans tous les cas 
où il est possible d'obtenir une solution fermée, celle-ci est à préfé- 
rer à toute autre tant du point de vue du temps dépensé aux calculs 
que parce qu'elle permet d'obtenir toutes les configurations existan- 
tes du BM qui satisfont aux conditions données. 

Si la solution fermée n'existe pas, il nous semble qu'il faut opter 
pour la méthode de la descente par coordonnées proposée par nous 
dans [41] qui présente un avantage sur d’autres procédures itératives 
par suite de son caractère non local (cette question est traitée en 
détail au $ 5.4)*). Parmi les approches alternatives développées 
ces dernières années signalons la méthode de complétion de la chaîne 
cinématique du BM à un mécanisme tridimensionnel à circuit fermé, 
applicable aux BM à cinq degrés de mobilité [55*] et la méthode de 


*) Dans l’article récent [23*] on se prononce aussi en faveur de la méthode 
de la descente par coordonnées ; en outre. on y passe en revue d’autres méthodes 
itératives qui ont été utilisées pour la solution du problème d'orientation. 
La principale différence entre [23*] et l’approche [41, 51] exposée dans le pré- 
sent livre consiste en ce que dans [23*] on construit la fonction d’écart comme la 
somme de deux écarts de nature différente : linéaire et D AA caractérisant 
respectivement la position et l'orientation de la pince du manipulateur; les 
unités de mesure de ces écarts étant différentes, on est obligé d'introduire des 
coefficients de poids supplémentaires. A notre avis, il est plus simple et plus 
logique de faire la somme des écarts de position de deux points distincts de la 
chaîne cinématique [41]. 
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prolongement des solutions par continuité {60*] qui consiste à effectuer 
un passage continu de la solution fermée connue, obtenue par subs- 
titution des valeurs spéciales des paramètres du BM, à la so- 
lution cherchée; dans la méthode de prolongement des solutions, 
les équations du problème d'orientation se présentent sous la 
forme de huit équations du second degré à huit inconnues. Indi- 
quons également l’article [44*] où l’on propose d'utiliser l'appareil 
des matrices duales pour la recherche des équations du problème 
d'orientation. Dans [65*] on compare les possibilités des différentes 
approches de fournir une solution du problème d'orientation en temps 
réel. 

Le $ 5.3 occupe une place à part dans ce chapitre. Après la ré- 
solution numérique d’un problème d'optimisation à deux critères, 
nous y tenterons d'appliquer les résultats obtenus à l'analyse de la 
maniabilité du bras humain [63]. Cette analyse a révélé que les propor- 
tions des différentes parties du bras humain (cf. $ 2.1), acquises au 
cours de l’évolution et qui se reproduisent toujours chez les êtres 
humains, sont telles que le bras possède aussi bien une portée qu’une 
maniabilité optimales. Nous verrons par la suite (cf. $ 7.4) que ces 
proportions sont optimales aussi en ce qui concerne une autre pro- 
priété importante, à savoir la mobilité. Ces résultats nous permettent 
à raison de supposer que les propriétés intrinsèques citées ont une 
signification fondamentale tant pour les BM mécaniques que pour 
les BM biologiques. 

Disons en conclusion de ce paragraphe introductif qu'à l'heure 
actuelle la portée est beaucoup mieux étudiée que la maniabilité, bien 
que les premiers travaux [66, 115], où a été formulée la notion 
de service du BM et où ont été obtenus les premiers résultats de l’ana- 
lyse de la maniabilité aient été publiés bien avant que les études 
de la portée n'aient été entamées. Cet état de chose étonne, puisque 
vers le moment d’« invention » des notions de zone de service et de 
coefficient de service l’outil mathématique nécessaire au calcul des 
estimations quantitatives correspondantes a déjà été développé: 
c'est l'appareil des solutions fermées du problème d'orientation. 
Nous voyons l’explication la plus vraisemblable de ce fait dans ce 
que les estimations de la maniabilité ont été proposées un peu 
« trop tôt ». En effet, lorsque plusieurs années plus tard les études 
de la géométrie ont pris de l’ampleur, l'attention des chercheurs a 
été attirée par les méthodes analytiques. Or ces méthodes sont beau- 
coup plus efficaces lors de l’analyse de la propriété plus simple 
qu'est la portée. Quant aux nombreux travaux consacrés au problè- 
me d'orientation, ils concentraient leur attention sur la résolution 
du problème de commande du mouvement du manipulateur sans 
s'intéresser au calcul des estimations de la maniabilité. 

Les chercheurs étrangers [30, 72, 18*, 66*] se bornaient, dans 
leur étude de la maniabilité, à l'analyse de la zone du service total. 
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Il nous semble pourtant que pour des fins pratiques, on peut consi- 
dérer comme convenable pour les opérations d'orientation le domai- 
ne dans lequel la valeur de l’estimation de la maniabilité Q, est 
proche de l'unité (par exemple, Q,> 0,95). Par conséquent, le vo- 
Ilume de la zone de service total ne caractérise pas exhaustivement la 
maniabilité. 


$ 5.2. Maniabilité des BM plans 


Voyons la signification des définitions et estimations introdui- 
tes au $ 5.1 sur l'exemple des BM plans. Dans le cas plan, l’orienta- 
tion de la pince est définie par un paramètre scalaire unique, à sa- 
voir l’angle v entre son axe longitudinal et l’axe x,. Une opération 
d'orientation élémentaire est décrite par trois grandeurs z,, 2:, 
v, et pour que le service Q diffère de zéro, le BM doit avoir au moins 
trois degrés de mobilité. 

Tout comme pour l’étude de la portée, commençons l’analyse par 
le BME fig. 4.4), en supposant que les limitations de mobilité 
dans les couples de translation sont symétriques ( | sy | d;, j = 1, 
2) et que l’angle de rotation 8 = 86, est illimité. Il est évident que 

— 6 et l'opération d'orientation aux paramètres (x, v) peut être 
effectuée pour les conditions 


Ial=|1n—lcosvi<d,,1s | = |z, — lsin v |<d, (2.1) 


qui découlent de (4.5.3). D'après (2.1), l’ensemble des points x 
correspondants est obtenu du rectangle {| x; | d;} par transla- 
tion de vecteur (/ cos v, l sin v), et la valeur de Q, ne dépend donc pas 
de v: 

Q, = 4dd,/V, (2.2) 


ce qui s'explique par l'équivalence de toutes les directions v. Com- 
me Q, — const, on tire de (1.3) que Q = Q.. 

L'estimation Q, pour le BME est égale au quotient de la longueur 
totale des arcs de cercle de rayon L et de centre en x, contenus dans 
le rectangle { | x; | d;} par la longueur totale 2x{ du cercle. Enu- 
mérons tous les cas possibles d'’intersection de ce cercle avec les 
côtés du rectangle lorsque ce dernier est un carré: d, = d, = d. 

1. Aucune intersection: le cercle tout entier est contenu à l’inté- 
rieur du carré {|x;| d}. C'est ce qu'on appelle la zone de service 
total, où Q; = 1, et qui n'existe que pour d>> I. 

2. Aucune intersection: le carré se trouve à l’intérieur ou à 
l'extérieur du cercle; Q;—0. Le cas de tangence correspond aux 
points situés à la frontière de D,. La frontière intérieure (le carré 


est à l'intérieur du cercle) n'existe que pour 24 < 12. 
3. Deux points d'’intersection se situent sur un même côté du 
carré. 
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4. Deux points d’intersectiôn se situent sur des côtés adjacents du 
carré. 

Les cas 3 et 4 sont possibles pour un rapport arbitraire entre d 
et Z. Les valeurs de Q, dépendent de d, Let x dans ces cas ainsi que 
dans tous les cas qui suivent, de sorte que nous ne préciserons que la 
forme de la zone de service. 

5. Deux points d'’intersection sont situés sur les côtés opposés 
du carré. Le cas est possible pour d/1< 1. 

Pour les cas 3 à 5 la zone de service ne contient évidemment 
qu’un seul arc de cercle. 

6. Deux couples de points d’intersection avec deux côtés adja- 
cents. Possible pour d/1> (0.5 + V 2/4). 

7. Deux points d'intersection sur un des côtés et un point sur 
chacun des deux côtés opposés. Possible pour d/1< 0.8. 

8. Deux points d’intersection sur un des côtés et un point sur 
chacun des côtés adjacents. Possible pour (0,5 + V2:4)< d/1< 1. 

Pour les cas 6 à 8 la zone de service 
comprend deux arcs de cercle. 

9. Trois couples de points d’inter- 
section sur trois côtés. Possible pour 
0,8< d/I< 1. 

10. Deux couples de points d’inter- 
section sur deux côtés adjacents et un 
point sur chacun des deux autres 
côtés. Possible pour 0,5< d/1< (0,5+ 
+7 2/4). 

Pour les cas 9 et 10 la zone de 
service comprend trois arcs de cercle. 

11. Quatre couples de points Fig. 5.1 
d’intersection. Possible pour V2/2< 
< d/1< 1. La zone de servicese compose de quatre arcs de cercle. 

Pour des d'et L fixes, les situations qui se présentent dépendent de 
la position du point x dans l’espace de travail. La figure 5.1 montre 
un exemple type de la répartition en zones de service (les numéros 
des zones correspondent aux cas énumérés ci-dessus) de l’espace de 
travail lorsque d/! — 0,65. A l’intérieur de ces zones, Q, varie con- 
tinüment. 

Pour le BME, les valeurs limites de l’angle v correspondant aux 
frontières de la zone de service sont définies par les contraintes de 
mobilité imposées aux couples de rotation. Pour des BM à plusieurs 
couples de rotation la maniabilité est également fonction du rapport 
des longueurs des segments du BM. 

Voyons maintenant les variations du coefficient de service 
Q, dans l’espace de travail d’un BM à trois couples de rotation (cf. 
fig. 4.11). Remarquons que pour x fixe et v variable les configurations 
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de ce BM se confondent exactement avec celles du quadrilatère arti- 
culé de côtés a,. a, a , r = | x |. Cette similitude permet d'utili- 
ser, pour l'analyse de maniabilité, des conditions analogues aux 
conditions de rotation complète de Grashof (4.4.9). 

Supposons que rien ne limite la mobilité des couples cinémati- 
ques, | 0; | x. Dans ce cas on a évidemment Q, = const et Q, 
ne dépend que de r. Le point @ de la chaîne cinématique peut donc 
évoluer à l’intérieur d’une couronne de rayon intérieur r’ = | a, — 

— a, |et de rayon extérieur r” = a, + a.. La zone de service au 
point x est déterminée par l'intersection de cette couronne avec le 


Xi 


Fig. 5.2 


cercle de rayon a, et de centre en x. Suivant les situations respecti- 
ves du cercle et de la couronne, cinq types de zones de service sont 
possibles. 

1. Le cercle est situé à l’intérieur de la couronne. C’est la zone de 
service total où Q; = 1 (zone I) et qui est définie par les conditions 


la —aI<IrFasl<a+uas. (2.3) 


2. Le cercle est situé à l’extérieur de la couronne; Q@, = (0. 
Les conditions à remplir sont 


r+as<la—-al ou [r—a |> a +a, (2.4) 


et les points x correspondants sont situés en dehors de l’espace de 
travail du BM. L'égalité dans l’une des conditions (2.4) détermine 
la frontière de l’espace de travail. 

3. Au point x l'opération d'orientation est réalisable pour vx = 0 
mais ne l’est pas pour v = x (fig. 5.2a). Désignons ce type de zone 
de service par 114. On doit avoir 


Ia —al<ir—-al, r+a>at+a.. (2.5) 
Le coefficient de service Q,; pour la zone II, est 


re+aÿ— (aa) (2.6) 


, 
Q. = LS = S 
= ——, V=Arcos Ja, ; 


et l'intervalle admissible de variation des angles est |v1< v’. 
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4. Au point x l'opération d'orientation est réalisable pour v — 
— n mais non pour v = 0 (fig. 5.2 b; zone I1:). La zone 114 est 
définie par les conditions 


Ia—-al>ir—-al, r+as<a+as. (2.7) 
Pour ce point le coefficient de service est égal à 


_ x " ra — (ai — 03° 
Xx=i——, = Arc cos Tras 


l'intervalle admissible de variation des angles est |v —x|< 
SN 
5. Enfin, la zone III comporte deux intervalles d'angles symé- 
triques v’<|v|<v’, définis respectivement par les relations 
(2.6) et (2.8); le coefficient de service pour cette zone est donc 


Q = (v° — v'}/x. (2.9) 


A la zone III se rapportent les seuls points x qui vérifient simul- 
tanément 


Ir—asl<la—-at r+a>a+as. (2.10) 


Remarquons que les relations (2.3) à (2.10) restent invariables 
lorsqu'on intervertit les quantités a, et a, ; on peut alors, sans res- 
treindre la généralité, admettre que a, > a,. Tous les BM vérifiant 
cette condition peuvent être classés en six groupes qui sont décrits 
par les inégalités notées à la deuxième colonne du tableau 5.1 ci- 
dessous. Les frontières entre les points x appartenant aux zones de 


(2.8) 


Tableau 5.1 
Relation entre les longueurs | | 
des éléments La rs ra 
a |a+aa>e>a>s | —G1+02+0s 
G1—G2+8s | Gta: 
b |a>a+as>a>as | A1 — 9 —Q3 
c |aras>a>as>a —@+as tas 
d |a>aeta>a>a Ai — Ge —G3 


e 


se aytas—a3 | ay —a,<a, 
Ur 3>01>@% | 


a1+@s—03 
—@1+@s+as | data 


Î | Gta >a > — 41 — 3 as 
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service de types différents sont données par des quantités positives 
TI= Lu Eatas j—=1,2,3, r, = a +a + as, numéro- 
tées par ordre croissant et inscrites dans les colonnes 3 à 5 du tableau 
5.1; les notations de la première colonne sont celles des graphiques 
a) à f) de la figure 5.3. 

L'ordre de succession des zones de service de différents types est 
le même pour tous les BM se rapportant à un même groupe; il est 
représenté sur la figure 5.3, a à f, sous forme de graphiques Q, — 
= Q (r). Pour les courbes représentées à la fig. 5.3 a, c, e d’une part, 


Fig. 5.3 


et à la fig. 5.3 b, d, f d’autre part, les valeurs a; ne diffèrent que par 
l’ordre des indices, ce qui donne lieu à des valeurs identiques des 
r;. On remarque que la fonction Q, se comporte différemment dans 
Les zones différentes : elle varie de ‘façon monotone dans la zone II, 
et admet un minimum dans la zone 111 ; quant à la zone 11, la fonc- 
tion Q, est monotone lorsque cette zone s'étend jusqu'à la frontière 
de l’espace de travail, et elle admet un minimum dans le cas contrai- 
re. 

Les valeurs de l’estimation globale Q, qui sont également indi- 
quées sur la figure 5.3, peuvent être obtenues par intégration numé- 
rique de la fonction Q,. On tiendra compte du fait qu’à des r diffé- 
rents correspondent des domaines d’aires différentes de l’espace de 
travail : 


Q= + j rQ, dr, (2.11) 
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où V = sré pour des BM se rapportant aux groupes a, c,eet V — 
= x (r — ri) pour les autres groupes. Ilest pourtant plus aisé de- 
tirer @ de l égalité 


Q = Q, = const, (2.12} 


qui est vraie si 05 = —6; — x pour au moins un des angles 6;. 

La partie de l'espace de travail dans laquelle l'opération d'orien-- 
tation est possible pour un v donné se situe à l'intersection du domai- 
ne D, (disque de rayon r, ou couronne de rayons r,<r< r;4) avec. 
l’ensemble de toutes les positions du point Q (couronne | a — a,|< 
<r< 4, + 2), translaté de vecteur (a, cos v, a, sin v). Plus parti-- 
culièrement, si D, est un disque, alors Ÿ = xr4 et 


En _ Aaias 
V, = &na,a,, Q — Q, = atetai 4 (2.13). 

Selon (2.13), la maniabilité d’un BM concret est d'autant plus: 
élevée que la longueur relative (par rapport à la longueur totale des. 
segments du BM) de l’effecteur est faible. Ce résultat est aussi va- 
lable pour des BM spatiaux de structure arbitraire: plus l’effecteur- 
est court, plus large sera la zone de service dans la « majorité » des. 
points de l’espace de travail. Dans les BM concrets, dont la maniabi- 
lité est d’une grande importance, la conclusion pratique qui s’impo- 
se est de limiter la longueur de l’effecteur à un minimum raisonnable- 
déterminé selon les dimensions des objets à manipuler. 

Quant à la variation de Q en fonction du rapport des longueurs: 
a, et a,, elle présente pour a, fixe un seul maximum lorsque a, :-: a.. 
En même temps, l'estimation Q, atteint sa valeur maximale. Si 
nous reprenons l'estimation V de la portée, nous constatons que le- 
maximum V = xr?, tout en demeurant indépendant des relations. 
qui peuvent exister entre les longueurs &,, a, et a;, est néanmoins: 
atteint pour | a — a, | < a;, ce qui signifie que a, et a, doivent. 
être suffisamment proches. 

D'une façon tout à fait analogue, il est possible d'obtenir une- 
estimation globale @ de la maniabilité d’un quadrilatère articulé- 
tridimensionnel sans restriction de la mobilité des couples cinéma- 
tiques. On entend ici par quadrilatère tridimensionnel, ou gauche, 
la chaîne cinématique tridimensionnelle ouverte à _ degrés de- 
mobilité qui a les origines des coordonnées O; (j = 0, 1, ..., 6)- 
de ses segments en seulement trois points différents O, cs Q de l’es-. 
pace et dont le quatrième point caractéristique est le point C de la 
pince. Plusieurs structures de ce type sont traitées au $ 5.7 (cf. 
fig. 5.13, a à d). 

Soient p, g et l les longueurs des segments OP, PQ et QC. Suppo- 
sons de surcroît que les deux premiers couples cinématiques pris: 
ensemble sont équivalents à une articulation sphérique et que le- 
point P se déplace librement sur une sphère de rayon p centrée em 
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Ÿ (tel est le cas des BM montrés à la figure 5.13 a à c). Les limitations 
étant symétriques, la maniabilité du BM doit être la même dans tou- 
tes les directions, ce qui signifie que Q — Q, = const. Le domaine 
Do, à l’intérieur duquel le point Q se déplace, est délimité par deux 
sphères concentriques de rayons r, = [p—glet r, = p +q. 
Si les quantités p, q. L vérifient les inégalités du triangle, l'espace de 
travail du BM représente une boule de rayon rs = p +g+let 
d'opération d'orientation à v fixe peut être réalisée dans le domaine 
qui s'obtient de D, par translation de vecteur lv. Par conséquent 


Vo=V(Do)=+nl(p+g—lp—gll, V= <a. (214) 
En vertu de (2.14) on a pour le quadrilatère gauche 
so: = LE —Ip—at 
Q=Q,= VV = TETE : (2.15) 


Comme dans le cas du quadrilatère plan montré à la figure 4.11, 
la valeur du service Q décroît de façon monotone avec l’accroisse- 
ment de Z. Dans les deux cas, V, ne dépend pas de la longueur de 
l’effecteur, mais avec l'accroissement de ! (ou de a;) la quantité 
V croît. Lorsque la longueur de l'effecteur est fixe, le coefficient de ser- 
vice @ maximal est assuré, tant pour le quadrilatère plan que pour le 
quadrilatère gauche, lorsqu'il y a égalité exacte des deux segments mobi- 
des portant l’effecteur. 

La prise en compte des limitations de mobilité complique consi- 
dérablement l'étude de la maniabilité, même en ce qui concerne les 
BM plans, et nous oblige à recourir à des méthodes numériques. 
Comme nous l'avons déjà indiqué, la méthode de calcul de l'esti- 
mation Q. consiste à vérifier successivement la possibilité de réali- 
sation au point x des opérations d’orientation avec différents para- 
mètres v. La procédure se simplifie beaucoup dans les cas où il’ est 
possible de construire sous forme fermée toutes les configurations du 
BM réalisant l'opération d'orientation en question. 

Voyons maintenant les résultats du calcul de la maniabilité du 
BM plan montré à la figure 4.11, lorsque les formules donnant la 
solution du problème sont de la forme: 


Toi = Zi — A3 COSV, Zge = Te — As SN V, PQ = TI + Lôes 
6, = HArc cos [(r4 — ai — ai)/2aa,], 
cos 6, = [(& + a, cos 82) roi + (a sin 64) zoel/ré, (2.16) 
sin 6, = [—(a, sin 6:) roi + (& + a cos 62) zoel/rè, 
63 — v — 6, — 6.. 


Pour chacune des deux valeurs de 6,, les relations (2.16) permet- 
tent de définir sans ambiguïté les quantités 6, et 6, à partir de 
za et v. Les figures 5.4 à 5.6 représentent les résultats des calculs 
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effectués pour différentes valeurs des paramètres a; et pour les limi- 
tations 


d=n dd, 2. (2.17) 


Puisque le premier couple peut effectuer un tour complet, la 
quantité Q,, de même qu’en l’absence de limitations, ne dépend que 
de la distance r du point x à l’origine des coordonnées. Les courbes 
Q, montrées à la figure 5.4 a, b correspondent aux cas où le rapport 
a/a, diminue (a) et croît (b) progressivement pour a, + & = 6, 
as = 1. Nous voyons que lorsque a, a., la fonction Q, est une fonc- 
tion monotone de a,; lorsque a, > a,, ©, atteint un maximum pour 
certains r si a > a, Cette 
dernière particularité s’expli- 
que par une mobilité relative- 
ment plus grande du premier 
segment par rapport aux au- 
tres. Remarquons que max V 
est atteint, lui aussi, quand 
a > do. 

L'accroissement du rapport 
4/a, produit un effet analogue 
a,=1$ (l'accroissement de Q, et V» 
pour d’autres valeurs de 4. 
a, Toujours comme dans le cas 

02 : : : > des BM sans restrictions de 

mobilité, la diminution de a, 

Fig. 5.6 conduit à l'augmentation de 

Q, pour une grande partie de 

l’espace de travail, et simultanément à une réduction deson aire V. 

Ces deux facteurs contribuent à l'accroissement de l'estimation glo- 
bale du service Q (cf. fig. 5.6). 

L'influence des débattements limités des angles 06, et 0, sur 
l'étendue de la zone de service est montrée à la figure 5.5, où sont 
tracées les frontières de la zone de service (par suite de la symétrie 
des limitations, nous n’avons représenté qu'une partie de cette zone 
avec v=> 0). Un contour gras dessine la frontière (avec 8, = O), 
qui ne dépend ni de a,/a,, ni de d, (seule la longueur de cette portion 
dépend de d:). Le trait fin plein prolonge la frontière pour a, = 3 
en l’absence de limitations. Les valeurs d, et d, déterminent respec- 
tivement la position de la frontière inférieure (trait interrompu} 
et supérieure (trait mixte) de la zone de service. Notons que lorsque 
a, = &>, la frontière inférieure occupe une position extrême, tandis 
que la position de la frontière supérieure dépend de façon monotone 
du rapport a;/@s. 

On donne à la figure 5. 6 les courbes de variation de l'estimation 
globale Q en fonction de a, pour différentes valeurs de a. Nous 
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avons mentionné plus haut que l'augmentation de Q avec la diminu- 
tion de a; s'explique par deux facteurs: l’accroissement de Q, et 
la réduction de l'aire V (D,). On voit à la figure 5.6 que Q croît 
dans une large gamme de valeurs de a,/a, ; le maximum de Q est 
atteint lorsque a, est légèrement supérieur à a., ce qui est vrai égale- 
ment pour l'estimation partielle Q, (cf. fig. 5.4 b). Remarquons qu’au 
voisinage du maximum les variations de Q (a,) sont suffisamment 
lentes. L'extrémum est particulièrement faible pour a; = 10; 
nous aurons l’occasion d’en parler au paragraphe suivant. 

Si d, < x, la fonction Q, perd sa symétrie centrale. La relation 
Q = Q (x, re) est donnée par la figure 5.7 qui montre les lignes 


Fig. 5.7 Fig. 5.8 


de niveau de Q pour dj = 2, a, = a, = 3, a3 = 1. Là où x, > 0 
et z, est faible, les lignes de niveau sont proches des arcs de cercle 
de centre en O; la limitation |, | 2 en ces points n’a aucune 
influence sur la zone de service du BM. Cependant, à mesure que 
l'angle entre x et l’axe 7, croît, la limitation indiquée conduit à une 
diminution progressive de Q,, puis à un rétrécissement de l’espace de 
travail. L’estimation globale de la maniabilité est de 0,4 pour 
d, = 2, tandis que pour d, = x on avait Q = 0,48. 

Pour des 6, limités la fonction Q, cesse d’être continue. Le gra- 
phique de Q@, pour d; = 2 est montré à la figure 5.8; les limitations 
étant symétriques, on à Q, — Q.. On distingue à la figure 5.8 
deux zones de directions d'orientation: pour | v|<<:x/2, on a 
Q,<Q (l'estimation globale est représentée par le trait interrompu), 
Q, accusant un décroissement net au voisinage de v = 0; pour 
Iv|>:x/2, on a Q,>Q. Le maximum Q, = 0,45 est atteint 
pour v = 3x/4. On voit que l'influence des limitations de mobilité 
dans les couples cinématiques se traduit par l’acquisition par le BM 
de directions « prioritaires », suivant lesquelles l'opération d'orien- 
tation correspondante a plus de chances d’être réalisée. 

Cette propriété est illustrée à la figure 5.9, où sont construites 
les zones de l’espace de travail dans lesquelles l'opération d'orienta- 


174 MANIABILIT£ {CE S 


tion peut être réalisée pour v = O (a), v = x/4 (b), v = x/2 (c), 

= 31/4 (d), v = n(e). Puisque ces zones sont symétriques par 
rapport à l'axe x, pour v = Üet v = x, on n’a représenté à la figure 
5.9 a, e que le demi-plan r,°>0. Dans les zones à hachures horizon- 
tales, le problème d'orientation admet deux solutions vérifiant les 
limitations d, = 2; aux autres points x, la solution est unique. Les 
hachures verticales représentent les zones illustrant les résultats de 


Fig. 5.9 


la résolution du problème par la méthode de la descente par coordon- 
nées (voir plus bas le $ 5.4). 

On remarque avec l'accroissement de v une nette diminution de la 
proportion des solutions doubles: lorsque v = 0, toutes les solutions 
du problème d'orientation sont doubles; lorsque v = x, elles sont 
toutes uniques. Avec l'augmentation de v, les zones semblent tour- 
ner dans le sens positif autour de l’origine des coordonnées; au 
cours de cette rotation, la zone des solutions doubles se rétrécit, tan- 
dis que la zone des solutions uniques s’élargit. Si l’on calcule le 
nombre total des solutions en posant Q@ (x, v) dans (1.4) égal au 
nombre de solutions du problème d'orientation, on constate que cette 
quantité décroît légèrement avec l'accroissement de v. On voit que 
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même pour les BM plans la répartition des estimations de maniabili- 
té s’avère très compliquée et nécessite une analyse quantitative dé- 
taillée. 


$ 5.3. Optimisation bicritérielle de la 
portée et de la maniabilité. Maniabilité 
du bras humain 


Les estimations de la maniabilité et de la portée décrivent, l’une 
comme l’autre, les propriétés géométriques du BM et dépendent des 
mêmes paramètres du système. Ilest donc naturel de traiter ensemble 
les questions de leur optimi- 
sation, ce qui nous amène au 
problème de l’optimisation bipa- 
ramétrique, ou bicritérielle, du 
BM suivant les paramètres, ou 
critères, V et Q. 

Au $ 2.4 nous avons abordé 
quelques questions générales 
d'optimisation suivant deux 
critères: la précision et la rapi- 
dité des télémanipulateurs ; dans 
ce cas la détermination des critè- 
res nécessitait des recherches 
expérimentales. Dans le présent 
paragraphe, nous allons exami- 
ner le problème d'optimisation Fig. 5.10 
bicritérielle d'un BM plan, 
schématisé par la figure 4.11, en nous appuyant sur les résul- 
tats des calculs effectués au $ 5.2. 

Nous admettrons que les limitations de mobilité sont fixes et 
ont la forme (2.17), tandis que les longueurs &,, a., a; des segments 
sont les variables du problème d'optimisation. Associons à chaque 
combinaison des valeurs a,, a,, a; un point de coordonnées (V, Q} 
sur le plan des critères. Il est évident que lors d’une variation pro- 
portionnelle de toutes les a;, la valeur du service Q reste constante, 
alors que l'estimation V de la portée accuse une variation quadrati- 
que. Fixons la longueur totale de la chaîne cinématique du BM étu- 
dié à a +a, + a; = 7. 

La figure 5.10 montre les courbes que décrivent les points (V,Q) 
dans le plan des critères lorsque a; — 0,5; 1,0; 1,5 et le rapport 
a,/a, est variable (cf. [48]). L'enveloppe de la famille de ces courbes, 
pour toutes les valeurs de a, possibles, est montrée en trait interrom- 
pu. Elle se confond avec la frontière de Pareto (cf. $ 2.4) pour le 
problème bicritériel considéré. A chaque point de cette frontière 
correspond une valeur unique de a, et une combinaison non « amé- 
liorable » des paramètres a;. Nous avons constaté au $ 5.2 que Q 
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-croît et Ÿ décroît avec la diminution de a. Dans l'intervalle 0,5< 
< a3< 1,5 de la frontière de Pareto, la variation des critères V et 
‘© est pratiquement proportionnelle, si bien que cette portion de la 
‘frontière est sensiblement rectiligne. 

Afin de choisir un point optimal parmi les points de la frontière 
de Pareto, il est nécessaire d'utiliser le produit de convolution des 
‘critères V et Q. Notons qu’à la différence des fonctions de convolu- 
tion linéaire (2.4.3) et quadratique (2.4.4) déduites des raisonnements 
formels, le critère complexe 


LC 


J=VQ = | OQdx (3.1) 


analogue à (2.4.2), a un sens bien déterminé: il évalue le « volume » 
total de l’ensemble des opérations d’orientation réalisables par le 
BM dans tous les points de l’espace de travail et caractérise par là 
même aussi bien la maniabilité que la portée du BM. 

Dans l'exemple considéré, le maximum de J est réalisé lorsque 
a; atteint une valeur minimale, puisqu’avec la diminution de a, 
le critère (3.1) croît de façon monotone le long de la frontière de 
Pareto. Notons qu'on obtient un résultat analogue avec un critère 
du type (2.4.4) du produit de convolution quadratique pour k, = 
= k, en posant Q,,, — 1 et en substituant la quantité Voax = 
= x (a + a + a3)° à Qi mn La valeur du critère (2.4.4) diminue 
de façon monotone avec a, (à la différence descritères (2.4.2) et (2.4.3), 
pour lesquels le point optimal est le point de maximum, le critère 
42.4.4) minimise la « distance » au point « idéal » (Vmax Qmax))- 
Dans le cas du critère linéaire (2.4.3), il résulte de l'allure rectiligne 
de la frontière de Pareto que le maximum est atteint soit pour 
min a, soit pour max a, selon le rapport des coefficients de 
poids kj. 

N'oublions pas que l’effecteur du BM, à la différence de ses au- 
tres segments, entre directement en contact avec l'objet à manipuler, 
de sorte que la valeur a, est déterminée par les dimensions caracté- 
tistiques des objets. Si la valeur a, est choisie à partir de ces consi- 
dérations, le seul paramètre à optimiser (pour L = a, + a, + as 
donné) est le rapport a,/a,. Il est évident que l’applicabilité de la 
méthode d'optimisation multicritérielle ne dépend pas du nombre des 
paramètres à optimiser : la frontière de Pareto peut être établie pour 
une courbe unique (V, ) avec un rapport a,/a, variable. 

Revenons à la figure 5.10. Pour toutes les trois valeurs de &, 
représentées sur la figure, on constate une variation assez lente des 
quantités V et Q au voisinage de leurs points de maximum; autre- 
He dit, l’extrémum est peu « sensible » au rapport des segments du 

Il est significatif que les maximums de V et Q sont atteints dans 
chaque cas à peu près au même point de la courbe (V, Q), ce qui 
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montre que les propriétés géométriques évaluées par les critères V 
et & sont parfaitement compatibles et que l'optimisation de l’un 
de ces critères (pour a,/a, variable) assure en même temps l’optimisa- 
tion de l’autre. 

Les courbes présentent toutefois certaines différences quant à 
leur aspect : lorsque a; = 0,5 et a; — 1,5, on peut indiquer les valeurs 
optimales de a, (égales respectivement à 3,5 et 3,0), tandis que pour 
as = 1,0, les quantités V et Q restent pratiquement invariables dans 
l'intervalle 3,0<a<3,5. Cette particularité nous incite 
à donner préférence au point a; — 1,0 à la frontière de Pareto, 
sans plus nous référer aux critères du type (2.4.2) et (2.4.3). 

Les problèmes d’optimisation multicritérielle ont une place im- 
portante à occuper dans la théorie des robots, étant donné que ce 
ne sont pas seulement les propriétés géométriques des BM qui sont 
fondamentales pour les robots, mais aussi toute une série d’autres 
propriétés intrinsèques. En procédant à une optimisation multicri- 
térielle, on peut « développer » le point d'’extrémum trouvé pour 
a = 1,0 en une nouvelle frontière de Pareto dans l’espace des autres 
critères (excepté V et Q) et abaisser la dimension de cet espace, tout 
en assurant des valeurs maximales aux critères géométriques. 

Si nous avons accordé tant d'importance à l'analyse numérique 
du mécanisme montré à la figure 4.11, c’est parce qu’il représente 
le modèle plan le plus simple du bras humain. En effet, trois couples 
de rotation servent de modèle des articulations de l'épaule, du coude 
et du poignet respectivement ; le point C correspond au centre de pré- 
hension de la main. En ce qui concerne les limitations de mobilité, 
BA sont beaucoup plus compliquées que celles du type 
(2.17). 

Des recherches expérimentales ont montré notamment que les 
limitations de mobilité dans l'articulation de l’épaule qui est une 
articulation à rotule, ne peuvent pas être notées sous la forme (4.5.2), 
puisque les valeurs limites des différentes coordonnées généralisées 
ne sont pas indépendantes. Toutefois, on peut admettre en première 
approximation que l’angle 8, de rotation du bras dans l'articulation 
de l’épaule n’est pas limité lorsque le mouvement s'effectue dans 
le plan sagittal (plan de symétrie du corps humain). Quant aux va- 
leurs limites des angles 6, et 6;,, elles sont dans une certaine mesure 
individuelles et dépendent notamment du degré d'entraînement du 
sujet. La limitation de mobilité dans l'articulation du coude est de 
la forme 0< 0,< 6;, mais, puisque le bras peut tourner de 180° 
(rotation £ de l'épaule sur la fig. 2.3), on peut admettre que dans le 
modèle plan cette limitation est symétrique: [6,1] da, où d, # 2,0 
à 2,3. Enfin, la limitation de mobilité dans l'articulation du poi- 
gnet est en première approximation symétrique, | 04, | ds, où 
da = 1,6 à 2,0. Ainsi, si nous considérons un BM plan à trois cou- 
ples de rotation comme un modèle décrivant la maniabilité du bras 
12-0243 
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humain dans le plan sagittal, nous pouvons admettre que les limi- 
tations (2.17) sont adéquates en première approximation. 

Reprenons le tableau 2.1 qui réunit les données statistiques con- 
cernant les dimensions des différents éléments du bras humain. Les 
formules (2.1.1) et (2.1.2) donnent les valeurs moyennes, minimales et 
maximales des rapports D/E et F/(D + E + F) qui ont la forme 
as/L (L = a + a, + as) et a,/a, pour le BM considéré. Confrontons 
les valeurs réelles des proportions caractéristiques du bras humain 
avec les valeurs optimales du point de vue des critères de portée et 
de maniabilité (fig. 5.11). Les lignes en traits interrompus délimi- 
tent le domaine des solutions du 
problème d’optimisation suivant 
V et Q, qui correspondent à la 
frontière de Pareto sur la figure 
5.10. Les points 7, 2, 3 à l’inté- 
rieur du domaine caractérisent 
les rapports a;/L et a,/a, du 
bras humain pour ses dimensions 
moyennes (1), minimales (2) et 
maximales (3). Les lignes en 
trait fin correspondent aux va- 
leurs de a,/L, égales à 0,44 et 

Fig. 5.11 0,47, qui limitent l'intervalle de 

variation de ce paramètre pour 

le bras humain. Nous reviendrons à la figure 5.11 au $ 7.5, lorsque 
nous analyserons la mobilité du bras humain. 

L'analyse du problème d'optimisation bicritérielle nous permet 
de tirer les conclusions suivantes (cf. [63]): 

1. Les dimensions relatives des éléments du bras humain assurent 
(pour la structure cinématique et les limitations de mobilité exis- 
tantes) une portée et une maniabilité optimales dans le plan sagit- 
tal. 

2. Les niveaux de variation des rapports a4/L et a,/a,, obtenus 
sur la base des données statistiques, sont mutuellement dépendants. 
Les valeurs observées de a./L (leur gamme de variation relative est 
de moins de 3 %) autorisent des variations sensiblement plus gran- 
des (de plus de 10 %) du second rapport sans pour autant que le sys- 
tème quitte le domaine des solutions optimales. 

Les résultats obtenus peuvent aussi être considérés d’un autre 
point de vue. Tous les « systèmes de manipulation vivants », dont 
le plus perfectionné est le bras humain, représentent l’aboutisse- 
ment d’une longue série de transformations. À supposer que l’évo- 
lution de l’homme est achevée dans ses grandes lignes, il est naturel 
de penser que les dimensions des éléments du bras humain sont dans 
un certain sens optimales, qu’elles assurent les meilleurs rapports 
des valeurs de certains critères caractérisant les possibilités fonction- 
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pelles du bras humain. On sajt que dans la position traditionnelle 
du problème d'optimisation les critères de qualité sont donnés et ce 
sont les valeurs optimales des paramètres du système qu'il convient 
de trouver. Les choses sont inverses chez les espèces vivantes: nous 
pouvons à raison penser que les valeurs observées des paramètres 
sont optimales, tandis que les critères d’optimalité restent le plus 
souvent inconnus. Que les rapports optimaux des dimensions obte- 
nus théoriquement pour un modèle plan simple du bras correspondent 
avec autant de précision aux valeurs réelles des rapports a;/L et 
a,/a, du membre humain est une coïncidence étonnante qui donne 
tout droit de croire que les estimations de la portée et de la maniabi- 
lité sont effectivement des critères géométriques de qualité fonda- 
mentaux, caractérisant non seulement les aptitudes fonctionnelles des 
BM des robots mais aussi celles du bras humain. 


$ 5.4. Problème d'orientation. Méthode 
de la descente par coordonnées 


Au $ 4.8 nous avons exposé le procédé de résolution du problè- 
me de positionnement, fondé sur la méthode de la descente par coor- 
données et applicable à des BM de toute structure cinématique et 
possédant n'importe quel nombre de degrés de mobilité. Nous allons 
montrer que la méthode de la descente par coordonnées peut être 
appliquée également à la résolution du problème d'orientation [41], 
à condition d'apporter les modifications nécessaires à la fonction 
d'écart |x — F() |. 

Au $ 5.1 nous avons signalé que l’opération d'orientation peut 
être considérée comme une généralisation de l’opération de position- 
nement si, outre le vecteur x, le vecteur unitaire v d’orientation de 
la pince est inclus au nombre des paramètres donnés. La résolution 
du problème d'orientation nécessite donc la recherche d’une solu- 
tion commune aux deux équations vectorielles 


A (les + es) = X, 4e; = € = Ÿ, (4.1) 
es = #0, 0, 4; 0), €a — ‘(0, 0, 0, 4). 


La première équation (4.1) coïncide avec (4.5.1) pour x = x, 
la seconde découle de (4.3.10). 

Le problème d'orientation pour des BM tridimensionnels à six 
degrés de mobilité (dans ce cas, le nombre des solutions est fini) 
a été étudié dans toute une série de travaux [50, 115] et autres qui 
traitent en détail des questions de construction des solutions sous 
forme fermée. Nous mentionnerons ces résultats aux $$ 5.5 et 5.6. 
Dans le cas des chaînes cinématiques des BM pour lesquelles il est 
impossible d’obtenir des solutions fermées, il est conseillé d'appliquer 
la méthode itérative de Newton-Raphson, qui a déjà été utilisée 
pour la recherche des déplacements des mécanismes tridimensionnels 
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fermés [112], ainsi que l’algorithme « d'itération de la vitesse » 
spécialement élaboré pour les BM des robots. Les résultats de l’appli- 
cation de ces méthodes locales attestent que leur efficacité dépend 
essentiellement du choix de la configuration initiale @,; dans cer- 
tains cas, même 4000 itérations successives n’ont pas suffi à assurer 
la convergence et la question de l’existence de solutions est restée 
ouverte. Le caractère global de la procédure itérative est l’atout prin- 
cipal de la méthode de la descente par coordonnées, avantage dont 
sont dépourvues les autres méthodes de résolution du problème d'o- 
rientation. 

Pour définir analytiquement les itérations q, dans la méthode de 
la descente par coordonnées, il faut établir la fonction quadratique 
d’écart tout comme au $ 4.9. A cette fin, remplaçons le système 
d'équations (4.1) par le système équivalent 


A (les +e;) =x, Ae, = x — I. (4.2) 


En vertu de (4.3.10). le premier membre de la deuxième équa- 
tion (4.2) est le rayon vecteur x, du point O,. Le système (4.2) dé- 
crit le problème d’un positionnement simultané de deux points, 
Cet O,, de la chaîne cinématique du BM, pour lesquels sont données 
les positions x et x— /v. Il est évident que les positions des points C 
et O, définissent sans ambiguïté le vecteur e, d'orientation de la 
pince, c’est-à-dire que le problème d’un « double positionnement » 
(4.2) représente un énoncé équivalent du problème d'orientation 
[41], tout en étant beaucoup plus commode pour l'application de la 
méthode de la descente par coordonnées. 

Introduisons la fonction quadratique d'écart H sous la forme de 
la somme des carrés des écarts des points Cet O, par rapport à leurs 
positions demandées. Ecrivons H à l’aide des produits scalaires des 
vecteurs concernés : 


H (q) = ‘(Xe — x) (xe — x) + (un — x + Ev) (xx — x + Iv). (4.3) 


Ici, comme au $ 4.8, nous allons traiter séparément les cas où le 
couple cinématique d'indice j, indice de l’itération courante de la 
méthode de la descente par coordonnées, est un couple de translation 
ou un couple de rotation. 

S’il s’agit d'un couple de translation, les vecteurs x. et x, dé- 
pendent linéairement de s; et par analogie avec (4.8.2) on obtient 


Xc = 8,57 + b,, Xh = ass; + b,. (4.4) 


Si en outre, j = n, alors x, ne dépend pas de s, et a; = 0. En 
portant (4.4) dans (4.3) et en dérivant, on trouve 


d'A (œ)/ds; = 2 l'asa, +'‘asa;l s; + 
+ 2[ta, (b, — x) + ‘a; (b; — x + iv), 
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et le minimum de H est réalisé pour 

= ta, (b,—x)+tas (bi —x+iv) 
ta a, + fasa, 

D'une façon tout aussi évidente la solution obtenue au $ 4.8 


peut être généralisée dans le cas d’un couple derotation; à côté de 
(4.8.5) on a 


(4.5) 


Xn = 8sin0; + bécos 8, + de. (4.6) 


Dans ce cas aussi, le point ©, est immobile pour j — n, de sorte 
que a — bo — 0. Il faut comme auparavant porter (4.8.5) et 
(4.6) dans (4.3), dériver par rapport à 6; et annuler la dérivée. La dé- 
rivation étant linéaire, les conditions particulières d’extrémum pour 
chacune des distances s’additionnent et après transformations peu 
compliquées on trouve 


{(& cos 6; — b, sin 6;) (de —_ x) + 
+ ‘(ae cos 0, — bé sin 6) (de — x + lv) — 0. (4.7) 
Pour la valeur d'extrémum 6° on trouve finalement 


tg 0! — tag (de— x) + ‘a6 (de —x + Iv) (4.8) 
7 tbg(de—x)+1b6 (de—x+iv) ; 


Pour que 6 corresponde au minimum de AH (g), des deux valeurs de 
6; fournies par la relation (4.8) il faut choisir celle qui vérifie la 
condition d°Æ/d65 > 0. Lors de la recherche de sÿ et 6}, il convient 
entre en compte les limitations de mobilité, tout comme au 

9. 

La fonction H () présente des minimums locaux des deux types 
que nous avons considérés au $ 4.9. Cependant, seuls les BM sans 
redondance motrice ont quelque importance pratique pour le problè- 
me d'orientation, lequel possède dans ce cas un nombre fini de solu- 
tions. Supposons que certaines solutions ne vérifient pas les limita- 
tions (4.5.2). A la frontière correspondante de l’espace de configura- 
tions peut alors apparaître un minimum local de H(@); en réduisant 
l'écart et en s’approchant par là même de la solution recherchée, on. 
7 Het pas connaître d'avance si celle-ci viole les conditions 
(4.5.2). 

Mentionnons quelques résultats de la solution numérique [51] 
par la méthode de la descente par coordonnées, du problème d’orien- 
tation pour un BM plan à trois couples de rotation (fig. 4.11). Les 
paramètres numériques du problème traité étaient 


& = 4 = 8, aa = À, d;, = 2, j = 1,2,3, 


ce qui permet de confronter les résultats cités dans [51] avec les ré- 
sultats obtenus directement d’après les formules (2.16) pour ce mèé- 
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me BM (cf. fig. 5.9). La configuration initiale était @o (895 = x/4). 
La procédure de la descente par coordonnées a été arrêtée pour la 
valeur d'écart H# — 0,12. 

La solution du problème d'orientation était recherchée pour les 
valeurs v = 0, x/4, n/2, 3x/4, x en tous les points des domaines cor- 
respondants de l’espace de travail, montrés à la figure 5.9. Dans envi- 
ron un tiers des cas, le nombre N d’itérations nécessaires était de 
moins de 40; dans les autres cas, N se situait entre 10 et 30 ou 
bien le processus de descente s’arrêtait en un point de minimum local 
et il n’y avait pas de solution pour la configuration q, choisie. 

Les domaines dans lesquels la descente commencée à un point 
de , n’aboutit pas à une solution sont indiqués par des hachures 
verticales sur les figures 5.9, a à d (la figure 5.9 e fait exception, puis- 
que pour v=x les domaines indiqués sont situés dans le demi-plan 
Ze << 0 qui n’est pas représenté sur le dessin; pour v = 0, la procé- 
dure de la descente par coordonnées fournit une solution en tous les 
points x). Nous voyons que dans les domaines indiqués la solution 
du problème d'orientation est univoque, c'est-à-dire quele proces- 
sus de descente converge vers la seconde solution (2.16) violant les 
limitations de mobilité admises. Pour obtenir dans ce cas la solution 
cherchée, il faut prendre comme configuration initiale celle où 
6,5 = —1/4. Ce changement de configuration initiale est analogue 
au « revirement » de la chaîne cinématique (changement du signe de 
6,) qui avait été utilisé pour quitter le point de minimum local de 
ue lors de la résolution du problème de positionnement au 
$ 4.9. 


$ 5.5. Problème d'orientation. Solutions 
fermées 

La méthode de la descente par coordonnées est la méthode le plus 
généralement utilisée pour la résolution du problème d'orientation 
applicable à des BM de structure cinématique arbitraire. Pour cer- 
taines classes de structures tridimensionnelles il est possible de ré- 
soudre le problème d'orientation sous forme fermée. Les avantages 
des solutions fermées sur toutes les solutions obtenues par des métho- 
des itératives sont évidents: ce sont avant tout la garantie d'obtenir 
toutes les solutions existantes et, en général, des calculs beaucoup 
moins onéreux. 

Nous nous limiterons à des BM tridimensionnels à six degrés de 
mobilité pour lesquels le problème général d’orientation (avec la 
donnée de deux vecteurs e,, e, d'orientation de la pince) admet un 
nombre fini de solutions. Pour r > 6 (cas d’une redondance motrice), 
il est possible d'obtenir, par des procédés analogues, des solutions 
fermées comportant n — 6 coordonnées généralisées du BM comme 
paramètres libres. L'existence de paramètres libres augmente évidem- 
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ment la maniabilité du BM ; cependant les intervalles de leur varia- 
tion doivent être compatibles avec les limitations de mobilité sui- 
vant les six coordonnées « principales » q;, comme nous l’avons déjà 
dit au $ 4.9. En confrontant la portée et la maniabilité en présence 
d’une redondance motrice, il faut souligner leur différence fonda- 
mentale : si la redondance améliore considérablement la maniabilité 
du BM, elle exerce par contre une influence minime sur sa portée. 

Si, outre x et v, on donne le vecteur unité v, orthogonal à w, la 
condition e, = v, est équivalente à l’inclusion dans le système (4.1) 
de l'équation supplémentaire Ae, = v,. Or, puisque e, et e, défi- 
nissent sans ambiguïté e, et décrivent donc conjointement avec xc 
tous les éléments de la matrice À, il est plus commode d'écrire l’équa- 
tion matricielle, à laquelle le problème d'orientation se ramène dans 
le cas général, sous la forme (4.3.9): 


Au. As = À. (5.1) 


On considère la matrice À donnée (sa dernière colonne se définit 
à partir de (4.3.11)) et l’on cherche le vecteur q des coordonnées géné- 
ralisées du BM qui assure la réalisation de l'égalité (5.1). 
L'équation (5.1) représente en fait six équations scalaires, car 
des neuf cosinus directeurs du repère de la pince seuls trois sont 
indépendants. Le premier membre de (5.1) comprend des combinai- 
sons linéaires des termes comportant les produits des inconnues sin 
6;, cos 8; (pour les couples de rotation) et s; (pour les couples de 
translation). Faisant le changement de variables 
: __ Zu; _ Î—u; 
sin0,— in cos; Ti * (5.2) 


on trouve, pour un BM à six couples de rotation, un système de six 
équations algébriques du 12° degré qui est équivalent à (5.1) (si 
m des six couples du BM sont de translation, le degré de ces équations 
sera égal à 12 — m). 

Dans quelques cas (par exemple, lorsque les coordonnées d’un 
certain point x liéà la chaîne cinématique ne dépendent pas d'un 
groupe de coordonnées généralisées du BM). il s'avère possible d'ex- 
traire de (5.1) un sous-système à un nombre d'inconnues moindre. 
Ainsi, le résultat suivant est établi: si un BM comporte six couples 
cinématiques de cinquième classe et si les axes de trois couples de 
rotation successifs se coupent en un point (ces trois couples sont alors 
cinématiquement équivalents à un couple sphérique de troisième 
classe), l'équation (5.1) se ramène à une équation algébrique d'un 
degré au plus égal à quatre. La condition d’intersection des axes 
Zj-1 2j Zj+1 ON un point porte le nom de condition de Pieper. A 
l’aide des paramètres géométriques du BM, elle s'écrit comme suit: 
dj = Gjhi = Sjh = 0. 
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L'idée de la démonstration est la suivante : on cherche les coor- 
données du point d’intersection lesquelles ne dépendent évidem- 
ment pas des angles de rotation des couples correspondants ; en ex- 
primant ces coordonnées à l’aide des autres variables œ,, on obtient 
un système à trois inconnues qui peut encore être simplifié. Cette 
approche est constructive et permet de construire directement les 
équations cherchées les plus simples du problème d'orientation. Nous 
allons exposer ici les principales étapes de la démonstration. 

Il faut considérer séparément trois cas, selon que se coupent en 
un point les axes: 1) des trois derniers couples ; 2) des trois premiers 
couples ; 3) de trois couples «internes» de la chaîne cinémati- 
que. : 
Dans le premier cas, on distingue le point P d'’intersection des 
axes 25, Za, 25 (fig. 5.12). 1] est évident que P — O, = O, et donc 

as = a3 = S$s = 0; les coordon- 
2,  . xP ne dépendent que de 
ps et, comme a, = 0, on 
tre de (4.3. 4), (4.3.5): 


A14:43xb=xp, XP= Age 
—(0, 0, 5, 1). (5) 


Rappelons que x? est le rayon 
vecteur du point P dans le repère 
associé au troisième élément 
du BM. 

Exprimons xP à l’aide des 
éléments donnés de la matrice À. 
Compte tenu du fait que P se confond avec l’origine O, du repère lié 
au cinquième élément, on trouve 


Xp = A;42434s4çe; = AAï'es. (6.4) 


En substituant à A°' son expression (4.3.6), on transforme (5.4) 
comme suit : 


Fig. 5.12 


xp = Alt(—a, —s sin as, —s cos as, 1)]. (5.5) 


Etant donné que le sixième couple est de rotation, 5 est un para- 
mètre constructif connu du BM, de sorte que le second membre de 
(5.5) est complètement défini. Si le deuxième couple est de transla- 
tion, la relation (5.5) reste vraie, mais comporte une inconnue, ss. 
Si le quatrième couple est de translation, le système de trois équa- 
tions (5.3) comporte quatre inconnues. Enfin, pour que les points 
O, et O, se confondent, il faut que le cinquième couple soit, lui aussi, 
de rotation. 

Reprenons l'équation (5.3) et montrons que les quantités R — 
= Lhn + Lho + (Tps — 4) et (Zps — 4) ne dépendent pas de la 
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coordonnée généralisée o, du premier couple, qu’il s'agisse d’un cou- 
ple de translation ou de rotation (ce qui est clairement illustré à la 
figure 5.12). En exprimant R et (zps — S1) à l’aide de œ, et p:, on 
obtient un système de deux équations en q, et ps. 

Effectuons les calculs nécessaires. Les transformations successi- 
ves de (5.3) à l’aide de (4.3.5) nous donnent: 


Zp, = Li COS O1 + Le Sin 01, Tps = 81 Sin 0, — gaco50,, (5.6) 
Zps — à = (83 Sin 0, — g, cos 6.) sin &;, + gs COS @, (5.7) 
81 = 83 cos 6, + g4 sin 6, + @, 
La = (—£8, sin 6, + g, cos 6,) cos &1 + gs Sin @, 
83 = 3 + far Sa = —f: COS &s + fs Sin @e, 
85 — fa Sin @; + fs COS Ga + 52. 
Ici f — A;xp — a as fss 1), d'où 
h = 4 cos 0, + s, sin 6, sin &s, 
f2 = as sin 0, — s, cos 6, sin @3, fs = Ss + 54 COS @s. 
Les transformations suivantes permettent de définir R: 
R = 2a, (g, cos 6, + g, sin 62) = ge, (5.8) 
m=hfhi+fatfs + ao + a + se + 2h + 252 (gs — se) = 
= (ai + ai + ai) + (SE + $ + $) + 2 (s:5s cos &s + 
+ Sea COS Ga COS Gs + SsSs COS &s) + 
+ 2 [(asas — 5,5, sin &, sin &3) cos 83 + 
+ (GsSe Sin Ge + GoSa Sin œs)]. 


On déduit de (5.8) que, étant une fonction quadratique en zp4, 
R dépend tout de même linéairement de sin8;, cosô,;, j = 2,3 
Cette circonstance est essentielle. Supposons, par exemple, que les 
trois premiers couples sont tous des couples de rotation et que les 
coordonnées généralisées cherchées sont 6,, 6., 6,. En supposant alors 
que a, # 0, sin «, — 0 et en éliminant les inconnues sin 8,, cos 8, 
entre les équations (5.7) et (5.8), on parvient à l’équation 


Zpz—S1—85C08@1) \2 R—£ge \? 

( sin ) LE ( 2a1 ) = + (5.9) 
quadratique en sin 6,, cos 8,4. Le changement de variables (5.2), 
avec j = 3, transforme (5.9) en une équation du quatrième degré en 
us. En déterminant u, et 6, à partir de cette équation, on tire ensuite 
6, de (5.8) et 6, de (5.6). 

Si a, = 0 ou sin &, = 0, alors (5.8) ou (5.7) ne comportent pas 
l'inconnue 6, et se ramènent par le changement de variables (5.2) 
à une équation quadratique par rapport à us. 

Il est possible d’aborder de faço: analogue chacune des huit com- 
binaisons des couples de translation et de rotation pour j = 1, 2, 3. 
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Par souci de concision, limitons-nous au cas des variables s,, 64, 6;. 
L'équation (5.7) comporte maintenant les trois inconnues, tandis que 
(5.6) n’en comporte que deux, 6, et 64, 6, étant constante. Résolvant 
(5.6) par rapport à g, et g., on trouve . 


Bi = TZpi COS 01 + Zp2 Sin 0, = À, cos 6, + k, sin 6, + a, (5.10) 
Le = TZp1 Sin O1 — Tps COS 6, — (—h, sin 0, + k, cos 8,) cos «+ 
+ {s + s4 cos &, + a, sin 6, sin & + 
+ 54 (cos &, cos a; — cos 6, sin &, sin «;) sin æ, (5.11 
h = 5, sin 6, sin &, + a, cos 6,, 
h, = 5, sin &, — a, sin 6, cos & + 
+ 54 (cos 8, cos &, cos &s + sin &: sin &s), 


les deux premières égalités de (5.10) et (5.11) permettant de calcu- 
ler g, et g. à partir des zh, et zP, Connus. Si cos &, = 0, alors (5.14) 
nous fournit 6.. Si cos &, 0, en éliminant l’inconnue 6, entre les 
équations (5.10) et (5.11) et en exprimant sin 6,4, cos 0, à l’aide de 
us, on parvient de nouveau à une équation du quatrième degré en 


3° 

Le problème d'orientation se ramène également à une équation 
du quatrième degré dans les cas où les coordonnées généralisées sont 
6,, 5, 0, ou 6,, 02, s3. Si deux des trois derniers couples sont des cou- 
ples de translation (s,, s., 0, ou s,, 6:, s4 ou 6,, s2, ss), on aboutit à une 
équation quadratique. Enfin, lorsque les trois derniers couples sont 
tous des couples de translation, s, et s, sont obtenus sans ambiguïté 
des (5.10) et (5.11), et s, est ensuite tiré de (5.7). 

Pour terminer la solution du problème d'orientation, il faut trou- 
ver 6,, 65, 6. Compte tenu de (4.1) on tire de (5.1) 


A4A546 (les + es) = (4A14:43)"7! x. (5.12) 


Notons que (5.12) est parfaitement analogue à (5.3), puisque son 
second membre contient des valeurs connues. Par conséquent, (5.12) 
se ramène à (5.6), (5.7), où il faut augmenter de trois les indices des 
aj, 0j, Sÿ, @3, poser s,= l et substituer à x, les coordonnées du vec- 
teur (414,43)! x. Mais, comme a, = a; — 5; —=0, l'égalité 
(5.8) devient une identité, ce qui ne permet plus d'éliminer les in- 
connues du système (5.6), (5.7). Ceci nous incite à tenter une approche 
différente, en utilisant au lieu de l'équation vectorielle (5.12) l’équa- 
tion matricielle complète 


A 44546 = (414345) 4, (5.13) 


dont nous connaissons le second membre. Transformons (5.13), de 
façon à séparer les inconnues 6,, 8, et 64: 


B = AA, = (414243)! AA, (5:14) 
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En mettant au profit la structure spécifique des matrices À;, 
on peut extraire de ce système de 12 équations scalaires une équa- 
tion à une seule inconnue, soit 


bas = cos &, cos a; — cos 8, sin &4 sin @y = Pi Sin Ge + P2 COS Css 
(5.15) 


où p,et p, sont connus. À partir de (5.15) on détermine cos 6, et 
les deux valeurs de 6,. Les éléments b,3, b., de la matrice B sont 
linéaires en cos 6,, sin 6,, et les seconds membres des équations cor- 
respondantes du système (5.14) de même que (5.15) ne comportent 
pas 6,. Ceci permet de choisir la valeur appropriée de 8; parmi deux 
valeurs obtenues plus haut et de trouver 6, en utilisant, par exemple, 
ba et Dao. 

Puisque ce procédé de recherche des trois dernières coordonnées 
inconnues n'est pas fondé sur la dégénérescence de paramètres quel- 
conques de la chaîne cinématique, il est applicable dans tous les cas 
où les trois coordonnées généralisées successives sont déjà connues et 
le système d'équations ainsi obtenu admet toujours deux solutions 
(sans tenir compte des limitations de mobilité). Dans le cas considéré, 
lorsque les axes 2,, Z4, z; se coupent en un point, le nombre total des 
solutions du problème d'orientation ne dépasse pas huit: en effet, 
deux des quatre solutions de l’équation (5.9) sont « fausses », leur 
apparition s’expliquant par l'élévation au carré lors de l’élimina- 
tion de sin 6, entre les équations (5.7) et (5.8); à chaque valeur de 
6:, peuvent correspondre deux couples (8,, 8) et quatre solutions 
(O4 Os, 86). 


$ 5.6. Solutions fermées (suite) 


Au $ 5.5 nous avons examiné en détail la résolution du problème 
d'orientation dans le cas où en un point P se coupent les axes des trois 
derniers couples de rotation. Passons maintenant au deuxième cas, 
où les axes des trois premiers couples de rotation se coupent en un 
point. 

Dans ce cas, a = a; = s = 0 et donc O, = O,. En outre, si 
le premier couple est de rotation, l’origine O du repère de base peut 
être placée à l’origine O, du repère associé au premier couple, en po- 
sant s, — 0. Exprimons le rayon vecteur x, = e, du point O en coor- 
données du repère du cinquième élément; conformément à (4.3.8) 
on a 


e, — Ay4odsd4Asxè = AATix, xù = A4ç4Tte,. (6.1) 
Comme O0, = O0, on trouve par analogie 
x = x = (4sA44:)"'e, = 4;'A; w, 
(6.2) 


w — Aïe, — ‘(—as, —S; sin &z, —S4 COS 3, 1). 
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En égalant les expressions de x} données par (6.1) et (6.2), on 
obtient le système d'équations 


A;'A;'w = AA'te, (6.3) 


aux inconnues ®4, Ps, Ge, où À“! s’exprime comme suit à l’aide des 
éléments de la matrice connue À = {a;;}: 


di os si Ans 


A" = ie ge CET CA (6 4) 
dis os ss | 
0 oO 0 1 
Dia = —(@itrg + silos + Gsitsa), à = 1, 2, 8. 


Le système (6.3) se résout tout comme (5.3). Se servant de (4.3.6) 
et (6.4) on trouve 


k, cos 0, + k, sin 0, — a; = 
= (af; + a) cos 04 — (a2, cos &ç — af, sin æs) sin 04, 
(— k, sin 6, + k, cos 6.) cos as + (ks—s:) sin &s — 
— (a?, + 44) sin 86+ (a, cos &ç—a%, sin ay) cos 84, 
(k, sin 6, — k, cos 6.) sin @; + (ks— s:) cos as — 
= 4}, Sin &g + 45, COS Ge + Se. 


On désigne ici k — 47} w = ‘(k, k,, k:, 1,), d'où 
k, = —a, cos 8, — s, sin &,; sin 0, — a,, 
k, = (a; sin 84 — ss sin as cos 8,) cos &y — (53 COS &s + 54) Sin @4, 
k; = (—a, sin 0, + s, sin «&; cos 0,) sin &4;— (s; cos as + 54) cos as. 


En élevant au carré chaque équation (6.5) et en les additionnant, 
on trouve 


24 (k, cos 6, + k, sin 65) + 2k3 55 + 2k1as + 
+ (as + ae) + a) + (as) + ss + 254 (4%, sin a+ af, cos &s)= 
= d — ai + à ++ + $ + 2555, cos &s. (6.6) 


Les équations (6.5) et (6.6) permettent de définir a, Ps» Pe- 
Ainsi, s’il s'agit par exemple, de couples de rotation, et si l'on 
cherche 8,, 6,, 8, alors, en éliminant sin 6, et cos 8, entre l'équation 
(6.6) et la troisième équation (6.5), qui ne renferment pas 64, on 
parvient à une équation du quatrième degré en 6,. Si les coordonnées 
généralisées du BM sont 6,, 6,, s&, on peut éliminer 6, entre les deux 
premières équations (6.5) qui ne comportent pas s4. De façon analo- 
gue, il est possible de résoudre (6.5), (6.6) pour n'importe quelle com- 
binaison des s;, 6; et trouver ensuite les valeurs des trois coordonnées 
généralisées restantes par le procédé exposé au $ 5.5. 11 est évident 
que le nombre total des solutions du problème d’orientation ne dé- 
passe pas non plus huit dans ce cas. 


(6.5) 
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Reste à considérer le cas de l'intersection au point P des axes des 
trois couples de rotation « internes », de numéros 2, 3, 4 ou 3, 4,5. 
L'examen de ces deux variantes étant identique, nous nous borne- 
rons à la seconde, pour laquelle a; — a, = s$ = 0 et P — O0, = O4. 
Exprimons le vecteur x, dans les repères attachés aux couples 4,5 
et 6 


xb = Axb — eu, XP — Axb, (6.7) 
et dans le repère de base 
Xp = Ax$. (6.8) 
De (6.7) et (6.8) on tire 
xb = AA xp = Are, = ‘(—as, —$s, sin @s, —s, cos @s, 1). (6.9) 


A la différence des cas précédents, les coordonnées du point P 
sont inconnues, et (6.9) représente un système de trois équations li- 
néaires en Zp1; Tps, Tps Qui contiennent en outre l’inconnue ps. 
Pour définir les zh, il faut poser une quatrième équation, dont les 
inconnues soient les quatre variables indiquées, et éliminer 4 du 
système obtenu. 

A cet effet, servons-nous de la condition P = O,. Comme a; = 0, 


on a 
Xp = AjAsAses = Ai: (e, + sses). (6.10) 


Relevons que (6.10) est un cas particulier de (5.3), à condition de 
poser dans cette dernière A sx = €, + Ssæs et donc d'admettre 
1 = fe = 0, fs = s, dans les équations (5.6) et (5.7) équivalentes à 
(5. 3). Autrement dit, (5.6) et (5.7) ne comportent pas 6. 

Supposons que les deux premiers couples, par exemple, sont des 
couples de rotation et a, 0, sin «&, + 0. La relation (5.9), qui dé- 
coule de (5.6) et (5.7) , représente alors, par définition de À, une 
équation du quatrième degré en zp;. Si le sixième couple est un cou- 
ple de translation, les deux premières équations du système (6.9) 
ne comportent pas l’inconnue s, et, conjointement avec (5.9), où 
fa = fa = 0, fs = Ss, représentent un système de deux équations 
linéaires et d’une équation du quatrième degré en zp;, qui peuvent 
être réduites par élimination des inconnues correspondantes à une 
st équation du quatrième degré par rapport à l’une des varia- 
bles Tpi. 

Si le sixième couple est un couple de rotation, seule la troisième 
équation (6.9) ne contient pas 64. On obtient encore une équation 
sans 6, en ramenant (6.9) à la forme 


Axp = AA es. (6.11) 
Conformément à (6.8), les deux membres de cette égalité sont 


les coordonnées x$ du point P dans le repère de la pince. Si a, = 0, 
la distance de P, qui se confond avec O,, au point O, sera une valeur 
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constante indépendante de 84. En élevant au carré chaque équation 
(6.11) et en additionnant ces expressions on obtient en vertu de l'or- 
thonormalité des colonnes de À”! (rappelons que z#, sont les coor- 
données du vecteur x?) 


(ch) + (che) + (Gb) = (Gp) + (Gp2) + (trs) — 
— 2 (Gpitie + Zpaas + Tps@s4) + 

+ahtan+tan= dc + si + s + 2s;sscos as, (6.12) 
qui est une équation quadratique en x;, ne renfermant pas 6,4. Re- 
prenons l’équation (5.9) et relevons que l’expression de R qu'elle 
comporte peut être remplacée compte tenu de (6.12), par une forme 
linéaire en zP;. Pour définir les x»; nous avons obtenu en définitive 
outre une équation linéaire, deux équations quadratiques (6.12) 
et (5.9), ce qui équivaut à uné équation du quatrième degré à une 
inconnue. Enfin, si ag 0, (6.11) et (5.9) donnent une équation du 
huitième degré. 

Les raisonnements précédents sont fondés sur l’hypothèse que les 
deux premiers couples sont des couples de rotation. Si les coordonnées 
généralisées sont s, et 6,, l'équation quadratique supplémentaire en 
Zp1 et zP° peut être obtenue par élimination de sin 6, et cos 6 
entre les deux premières équations (6.10) ne comportant pas si. 

Si les coordonnées inconnues sont 6, et s,, en éliminant de ces 
équations sin 6, et cos 8,, on obtient une équation en (zp1)°, (Zp2)° 
et si. On voit sur la troisième équation (6.10) que xzP, dépend linéai- 
rement de s,. En éliminant s,, on parvient à une équation quadratique 
en Zpi. 

Enfin, si les inconnues sont s, et s,, les deux premières équations 
(6.10) se réduisent à une seule équation linéaire en Zzp1 et Zpe- Si 
le sixième couple est un couple de rotation, la troisième équation 
quadratique en zp», s'obtient par élimination de sin 6, et cos 64 entre 
les deux premières équations du système (6.9), ce qui signifie que, 
dans tous les cas cités, la recherche des zx», se ramène à une seule équa- 
tion de degré non supérieur au quatrième. 

Connaissant zP1, on tire q, et qe de (6.10) et 4 de (6.9). Les 
coordonnées généralisées 6,4, 0,, 6, sont définies de la même façon 
qu’au $ 5.5. 

Le cas de l'intersection en un point des axes des couples de rota- 
tion 2, 3, 4 est parfaitement analogue au cas que nous venons de 
considérer et nous n’allons pas nous y arrêter. 

Nous avons terminé l'analyse des différentes variantes de l’inter- 
section des axes de trois couples de rotation successifs (réalisation 
de la condition de Pieper). Le problème d'orientation se simplifie 
beaucoup lorsque le BM comporte trois couples de translation. No- 
tons Z;, Zy, Zn (i << j << k) les axes des trois couples de rotation res- 
tants, O©;, ©, @4 étant les vecteurs unitaires de ces axes (les coor- 
données généralisées correspondantes sont 6:4,, Oj+1, On+15 cf. 
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le renvoi à la page 120). En vertu de (4.3.10) on a 
©, = A... Aie x = A1... Ape;= 445! ... Axes. (6.13) 


Tous les éléments 6, de ces matrices sont connus, tandis que les 
Sm ne figurent pas dans les expressions de w;, w,. Autrement dit, le 
vecteur ©, est constant et le vecteur &, est défini sans ambiguité 
par l'orientation de la pince. Sont également constants les angles 
B, et B, entre les axes des couples de rotation: 


cos PB, = low, cos B, — ‘ojw:. (6.14) 
Ces angles se calculent à partir des relations 
cos Pa = ‘esAjs + + Ajess COS Bo = ‘esAjs -. Apes, (6.15) 


qui renferment les 6,, constants. Complétant (6.14) par la condition 
de normalisation 


to; = 1, (6.16) 


on obtient le système d'équations (6.14), (6.16) par rapport aux coor- 
données inconnues &;, lequel se laisse évidemment réduire à une équa- 
tion quadratique unique. 

En écrivant ensuite pour ©; deux relations analogues à (6.13), 
qui déterminent w; respectivement en fonction de 6;4, et 6:+:, 
on calcule ces derniers à l’aide de w; connu. Enfin, 6;;, se calcule 
au moyen des éléments connus de la matrice 


Aya = jt... AAA... Aït. 


Lorsque les coordonnées 6,,,, 6j+1; 0x+, sont déterminées, la 
première égalité (4.1), c’est-à-dire la condition de positionnement de 
la pince, dans laquelle la matrice À est écrite sous la forme du produit 
(4.3.9), représente un système de trois équations linéaires en sh. 

Nous n'avons pas considéré jusqu’à présent encore un type de 
chaînes cinématiques, résoluble sous forme fermée. Il s’agit des chaî- 
nes où les axes des trois couples de rotation successifs sont parallèles. 
Désignons ces axes par zx_1, Zx, Zx+1 et posons la condition de parallé- 
lisme a; — &n+1 — 0, en égalant entre eux les vecteurs unitaires 
correspondants 


Gr = Op = Opege (6.17) 


L'indice À peut admettre quatre valeurs : À — 1, 2,3, 4. Les vec- 
teurs ©}, et ©:+, Sont dans ces cas: 


Oo = es wo, = AA; ...Ai'es k=1, 
O1 = Aies, O3 —= Fetes k = 2 (6.18) 
Os = A;4,e3, D —= AA;'Ai'es, k = 3, 


O3 = A:14,4;, ds = AAs'e:, k = 4. 
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Les relations (6.17) et (6.18) nous donnent 
A;'A;'A;'e; = AçA”le;, L=T, 
A;'A;'Ai'e; = AlA,e;, k = 2, 
A;A:e3 = AA;'A;'es k = 8, 
AA; = A;'AAs'es, k = 4. 
Chacune des égalités (6.19) est équivalente à un système de trois 
équations scalaires, dont deux seulement sont indépendantes en rai- 
son de | w; | = 1. Ces équations ne contiennent que les coordonnées 
généralisées 6;, avec j  k, k + 1, k + 2, car le vecteur A;izes 
ne dépend pas de 6,+., et les déplacements des couples de translation 

n’exercent aucune influence sur w;. 

Une troisième équation indépendante s'obtient à partir de la 


Ron que le point O,:, se déplace dans un plan perpendiculaire 
Où : 


(6.19) 


2h33 = "en ApsAn2ei = Sh + She + Shsee 
Exprimons 273, à l'aide des autres matrices: 
2h xls = 'esAx ... Aït AAG ... Andes 5 + Sn Sn (6.20) 
L'équation (6.20) ne comporte que deux inconnues y; avec j < k — 
—1{et j>k+A4. 
Posons pour fixer les idées 4 — 1. La première équation (6.19) 
s'écrit comme suit sous la forme de trois équations scalaires : 
mu cos 6 + ma sin 065 = 7, 
— (m, sin 0, — m, cos 64) cos a; + ms Sin &s = Na, (6.21) 
(rm sin 0, — m, cos 6,) sin &s + m3 cos &s = ns, 
m = Aï'A;'es n = AA”! ©3- 

En vertu de (4.3.6), m, ne dépend que de sin 6,4, et m, de cos 0,, 
ces relations étant toutes les deux linéaires. Les expressions des 
ñ; ne comportent que sin 6, et cos 64. En éliminant 6, entre la deu- 
xième et la troisième équation (6.21), on trouve 

M3 = No SIN Gs + As COS Gs = COS Gs COS Ga — Cos 0, Sin &s Sin &y- 
(6.23) 

L'expression (6.23) découle directement de (6.22). En éliminant 
m de la première et de la deuxième équation (6.21) et en utilisant 
(6.23), on trouve 

me = M Sin 6, + (n, cos a; — n, sin æs) cos 65. (6.24) 


Puisque m;,, tout comme m;, est représentée par une fonction li- 
néaire en », et 7, on peut considérer (6.24) comme une équation en 
les seules inconnues 6, et @,, au même titre que (6.20). 
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Si tous les couples de la chaîne cinématique sont des couples de 
rotation. (6.20) et (6.24) permettent d'exprimer sin 6, et cos 64 
en fonction de sin 6, et cos 64. En éliminant ensuite 6,, on parvient à 
une équation du quatrième degré en sin 6, et cos6,, après quoi la 
substitution (5.2) donne une équation algébrique en l’inconnue u,. 

Si l’un des couples est un couple de translation, la quantité 86; 
correspondante est connue et les deux autres angles se définissent à 
partir de (6.23). (6.24). L’équation (6.20) fournit l'inconnue s,;. 

Enfin, si la chaîne cinématique contient deux couples de transla- 
tion, (6.23) et (6.24) sont équivalents. L'équation supplémentaire 
nécessaire à la recherche des deux coordonnées linéaires s'obtient en 
calculant, comme dans le cas de (6.20), le projeté du vecteur xc 
sur l’axe 2yx+1 (ici 2e). 

Les cas où Æ — 2, 3, 4 peuvent être étudiés d’une façon parfaite- 
ment analogue. Dans tous ces cas, après avoir défini les trois coor- 
données généralisées, on cherche 6,, 04+, et 0,4, par le procédé ex- 
posé au $ 5.5 (voir (5.13)). 

Les structures des chaînes cinématiques considérées aux $$ 5.5 
et 5.6 épuisent pratiquement tous les cas pour lesquels il est possible 
de construire des solutions fermées du problème d'orientation en ré- 
duisant le système (4.1) à une équation unique d'un degré relative- 
ment bas. Rappelons que ces solutions sont applicables à des BM 
à redondance motrice (n >> 6), si ces derniers vérifient les conditions 
structurales dont nous avons parlé (condition de Pieper, condition du 
parallélisme des trois axes, la présence dans une chaîne de trois 
couples de translation). Les valeurs q; des coordonnées « redondan- 
tes » figureront dans l'équation en qualité de paramètres libres et 
il suffit de les choisir de façon à satisfaire à toutes les n limitations 
de mobilité (dont il aété question au $ 5.5). 


$ 5.7. Problème d’orientation. Méthode 
géométrique 


L'analyse du problème d'orientation effectuée aux $$ 5.5 et 5.6 
était plutôt algébrique et les conditions imposées à la structure du 
BM sont assez générales: elles ne comprennent que deux ou trois 
paramètres cinématiques (a;, sj, &;). Nous allons considérer quel- 
ques structures cinématiques concrètes à six couples de rotation 
(fig. 5.13), pour lesquelles tous les paramètres géométriques sont 
définis d’une façon univoque à l'exception des dimensions linéaires 
des segments (cf. le tableau 5.2 qui fournit les valeurs des paramè- 
tres). 

Chacune de ces structures satisfait aux conditions considérées 
aux $$ 5.5 et 5.6, si bien que les problèmes d'orientation concernant 
ces structures peuvent être résolus par les méthodes exposées dans 
ces paragraphes. La méthode d’analyse que nous allons appliquer 
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ici est plutôt « géométrique » [50]. Moins générale que la méthode al- 
gébrique, la méthode géométrique est en revanche plus suggestive et, 
dans le cadre de son applicabilité, permet d'étudier en détail les 
propriétés principales des solutions, d'examiner l'influence des par- 
ticularités concrètes de construction (valeurs nulles des a;, s;, sin @y, 


Fig. 5.13 


cos &;) sur leur nombre et leur caractère, de construire des configura- 
tions spéciales du BM qui lui permettent de conserver sa mobilité 
pour une position et une orientation fixes de la pince. Fait important, 
la méthode géométrique s'applique sans distinction à des structures 
se rapportant à des cas ou même à des groupes différents du point 
de vue de la méthode algébrique. 

Les schémas a à d (fig. 5.13) présentent cette particularité que 
les origines O, des repères associés aux différents éléments des struc- 
tures sont situées en seulement trois points différents de l’espace, 
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; Tableau 5.2 
RENEN ESS ENR 
a; 0 0 0 0 0 0 
a sj 0 0 ni 0 ra 0 
a; z/2 2/2 1/2 a/2 a,2 a/2 
a; 0 0 0 Ta 0 0 
b $; 0 0 r1 0 0 0 
aj 2/2 a/2 a/2 0 72 0 
aj 0 ri 0 0 0 0 
c Sj 0 0 0 la 0 0 
Cr a;2 0 z/2 n/2 a/2 0 
aj 0 0 0 0 0 0 
d $j 0 ni 0 ra 0 
a; a/2 1/2 ar2 n/2 n;2 0 
aj ai CA ag CA 0 0 
e S} 0 0 0 0 0 0 
a; a;2 0 0 a/2 0 0 


que nous appellerons ©, P, Q. Conjointement avec le point caracté- 
ristique C de la pince, toute la chaîne cinématique est définie par 
les trois dimensions linéaires r,, r,, l, et peut donc être conventionnel- 
lement considérée comme un quadrilatère gauche, au sens précisé 
au $ 5.2 (en théorie des mécanismes, tous les mécanismes ouverts à 
six couples cinématiques et un bâti sont, par définition, des méca- 
nismes à sept éléments). 

Pour les schémas a, b, c, e, où l’axe z, du premier couple est verti- 
cal, on prend pour repère de base le système Ozx,y,z,. Pour le schéma 
de la fig. 5.13 d, où l’axe z, est horizontal, le repère de base est 
Ozyz à axe z vertical. Dans tous les cas, sauf le cas a, l'axe du sixiè- 
me couple cinématique se confond avec l’axe longitudinal de la 
pince et pour définir l'opération d'orientation il suffit, conformé- 
ment au $ 5.1, de donner un seul vecteur v. Pour le schéma de la fig. 
5.13 a, il faut donner deux vecteurs d'orientation: pu et v. 

L'analyse géométrique est facilitée par le fait que la configura- 
tion du quadrilatère gauche, pour x, u, v donnés, est complètement 
définie par la position des points P — O, et Q = O,. Les coordon- 
18 
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nées du point Q peuvent être directement trouvées d'après x et v: 
XQ = X — Lv, (7.1) 


reste à déterminer x. Puisque les distances OP et PQ sont égales 
respectivement à r, et r., le point P est situé à l'intersection de deux 
sphères de centres en Oet Qet derayonsr,etr., si bienque ses coor- 
données x»; vérifient deux équations quadratiques 


Thi + The + Tbs = Fi, (7.2) 
(ri — Ze) + (tre — To) — (ps — Los) = 5. (7.3) 


En soustrayant (7.3) de (7.2) nous obtenons une équation linéaire 
équivalente exempte de xÿ, 


2 (ZT Qi + TpalQe + Tpstos) = —r3 +'xoxoe (7.4) 


Les équations (7.2) et (7.4) sont vraies pour tous les schémas a 
à d'et définissent un cercle auquel doit appartenir le point P. Cons- 
truisons maintenant une équation linéaire auxiliaire qui nous per- 
mettra de définir sur ce cercle les deux positions possibles du point 
P. Les coefficients de cette équation dépendent du schéma cinéma- 
tique considéré. 

Commençons par le schéma de la figure 5.13 a. Rappelons que 
dans ce cas les paramètres de l'opération d'orientation comprennent 
le vecteur u parallèle à l’axe z; du dernier couple. Le vecteur um 
est évidemment orthogonal au plan des segments PQ et QC dont 
l'équation est 


bi (T1 — Toi) + Me (Tps — Tee) + Us (Zps — Tes) = 0 (7.5a) 


si on l'écrit avec les coordonnées du point cherché P. Le système 
(7.2), (7.3), (7.5a) se réduit à une équation quadratique unique par 
l'élimination des inconnues. 

Dans le cas du schéma de la figure 5.13 b, en vertu du parallé- 
lisme des axes z, et z, (4x, — 0), le quadrilatère OPQC est situé tout 
entier dans un même plan dont l’équation 


(tartes — Zostc2) Tr + (Los Toi — Totcs) Tre + 
+ Goïce — Zorro) Trs = 0 (7.5b) 


joue le même rôle que l'équation (7.5a) dans le cas précédent. 

Dans le schéma de la figure 5.13 c sont parallèles les axes :, et 
Z2 (&> = 0). Le plan S, tendu sur les points O, P et Q, doit donc être 
perpendiculaire à l'axe z, appartenant au plan Ozx,y,. Il peut être 
défini comme un plan passant par les points O et Q et perpendiculai- 
re au plan Ox,y,, les projetés des points P et Q sur Ox,y, étant ali- 
gnés avec l’origine des coordonnées: 


ZpiTQs — TP = 0. (7.5c) 
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Enfin, dans le cas de la figure 5.13 d, l’axe z, du premier couple 
se confond avec l’axe y du repère de base. En se déplaçant perpendi- 
culairement à cet axe, le segment OP ne quitte pas le plan Ozz, 


d’où l’équation 
Tps = 0. (7.5d) 


Le système d'équations (7.2), (7.4), (7.5) admet dans le cas géné- 
ral deux solutions. Autrement dit, lors de l'opération d'orientation 
les sommets du quadrilatère gauche ne peuvent se situer que de deux 
manières différentes, tout comme dans le cas plan (cf. $ 5.2), cepen- 
dant, comme on le verra plus loin, à chacune de ces situations peu- 
vent correspondre jusqu’à quatre configurations du BM, c’est-à-dire 
plusieurs solutions différentes du problème d'orientation. 

Signalons que pour tous les mécanismes considérés il existe des 
situations où le mécanisme acquiert une mobilité supplémentaire; 
dans ces cas, aux paramètres respectifs de l’opération d'orientation 
correspond une infinité de configurations du BM. 

Il est facile de voir que la mobilité supplémentaire du BM en 
positions singulières n’est pas acquise « gratuitement », mais au 
détriment de la liberté de déplacement de la pince. Plus exacte- 
ment, si dans une position générique du BM six vitesses généralisées 


g; choisies indépendamment permettent de réaliser n'importe quelle 
combinaison des vitesses linéaire et angulaire de la pince, la dimen- 
sion de l’espace des vitesses admissibles diminue, dans une position 
singulière, d’un nombre égal au niveau de mobilité dans cette posi- 
tion (il s’agit ici des petites vitesses virtuelles et non des valeurs 
limites des vitesses de la pince considérées plus loin au chapitre 7 
lors de l’analyse de la mobilité). 

Cet abaissement de la dimension est traduit par la dégénérescen- 


ce de la matrice jacobienne J qui lie le vecteur q des vitesses généra- 


lisées au vecteur résultant v = (x, v) des vitesses linéaires et angu- 
laires de la pince: 


v = Jq. (7.5e) 


La condition det J — 0 a lieu non seulement pour les configura- 
tions à mobilité supplémentaire, mais aussi dans d’autres situations 
où il existe une relation linéaire entre les vecteurs v; obtenus par 


substitution dans (7.5e) des vecteurs e dont toutes les composantes 


4; = Ô pour j & i. 

L'analyse des positions singulières des BM à six degrés de mobili- 
té attire, ces derniers temps, l’attention des chercheurs en tant que 
voie de solution du problème inverse de la cinématique, à savoir la 


détermination, pour une configuration g donnée, du vecteur q des 
vitesses généralisées assurant à la pince un déplacement à une vites- 


198 MANIABILITÉE (CH. 5 


se donnée v. À la différence des problèmes de positionnement et 
d'orientation, le problème inverse de la cinématique est linéaire 
et peut être résolu par calcul de la matrice J-! qui est l'inverse de la 
matrice jacobienne (le problème de calcul analytique de la matrice 
J”' est traité dans [21*,71*]). Les solutions du problème inverse de 
la cinématique sont mises à la base des algorithmes de commande des 
manipulateurs suivant le vecteur vitesse (118, 39*, 70*]. et c'est 
se que réside l'intérêt de l’analvse des positions singulières des 


A l'étude des positions singulières sont consacrés les articles 
129%, 35%, 43%, 56*, 71*]. En particulier, il a été trouvé dans [71*] 
que pour les manipulateurs à six couples de rotation l'équation 
det J — 0 ne contient pas de variables 6, et 6,, de sorte que les positions 
singulières ne sont définies que par les valeurs des angles 6,. 0, 
6,. 65. Dans [72*] cette équation est résolue explicitement par rapport 
à l’angle 6, qui s'obtient en fonction des mineurs D,, du jacobien J 
pour des valeurs arbitraires des angles 6., 6, et 6,. 

Ainsi, le domaine des positions singulières du BM à six couples de 
rotation. appelé dans [72*] champ de singularité du BM, est de di- 
mension trois. L'équation des positions singulières déduite dans 
172*] est linéaire en cos 6, et sin 64, ce qui signifie que le nombre de 
configurations singulières peut être nul ou égal à deux en fonction du 
choix des valeurs des angles 6,, 6, et 6,. Enfin, si le rang des cinq 
premières colonnes du jacobien J est inférieur à cinq, l'équation 
det J=0 se transforme en identité, satisfaite par toutes les valeurs 
de 6, pour une combinaison donnée des valeurs de 8., 8, et 6.. 

Ici nous allons examiner, sans entrer dans le détail, les positions 
singulières des manipulateurs représentés par la figure 5.13. Pour 
les mécanismes a et d, le système (7.2), (7.4), (7.5) devient indétermi- 
né lorsque les équations (7.4) et (7.5) sont équivalentes, c'est-à-dire 
lorsque le cercle l d’intersection des sphères (7.2) et (7.3) se situe 
dans le plan S défini par (7.5). Pour les mécanismes b et c, une si- 
tuation analogue se présente lorsque le plan S n'est pas défini de 
façon univoque, en raison de la dégénérescence des conditions géo- 
métriques correspondantes. 

Décrivons les opérations d'orientation pour chacun des schémas 
cinématiques considérés. Dans le cas du mécanisme présenté à la 
figure 5.13 a, le plan S est perpendiculaire au segment OQ si le trian- 
gle OPQ est rectangle, c’est-à-dire si 0Q = Vr£ — ri. En outre, le 
vecteur u orthogonal à S doit être parallèle au vecteur xQ. Compte 
tenu de (7.1), les conditions mentionnées peuvent être notées comme 
suit: 

xo=x—W=p nr. (7.6) 


Si les vecteurs x, u, v vérifient les conditions (7.6), alors, pour 
une position et une orientation fixes de la pince, le mécanisme peut 
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tourner dans son ensemble autour de la droite 0Q, c’est-à-dire autour 
de l'axe z,. 

Pour le BM représenté par la figure 5.13 b, une situation analo- 
gue se présente lorsque les points O, Q et C sont alignés, d’où 


x = bv. (7.7) 


__ Il est évident que dans ce cas l’équation (7.5b) devient une iden- 
tité. Si la condition (7.7) est remplie, le mécanisme tout entier peut 
tourner autour de la droite O0Q, comme dans le cas précédent. 

De façon analogue, le plan S est indéterminé pour le BM de la 
figure 5.13 c si la droite OQ est perpendiculaire au plan Ozx,y,, c'est- 
à-dire si le point Q se situe sur l'axe ,. 

Enfin, pour le mécanisme de la figure 5.13 d, où le plan S se 
confond avec Ozxz en vertu de (7.5), le centre de la sphère (7.3) doit 
appartenir à l'axe y du repère de base (c’est-à-dire à l’axe z,). On 
doit avoir alors 0Q = Vri — ri. 

Nous voyons que dans les positions analysées le mécanisme ac- 
quiert un degré de mobilité supplémentaire. Sa configuration peut 
continüment varier pour une position et une orientation fixes de la 
pince. Cette mobilité supplémentaire peut parfois s'avérer utile pour 
faciliter l’opération d'orientation, par exemple en présence d'obsta- 
cles dans l’espace de travail. 

Nous avons obtenu les conditions dans lesquelles le mécanisme 
acquiert une mobilité supplémentaire sous la forme d'égalités exac- 
tes. Or, dans les mécanismes réels, la présence des jeux entraîne 
une mobilité supplémentaire qui apparaît lors de la réalisation d’opé- 
rations d'orientation avec des paramètres suffisamment proches des 
paramètres indiqués. En d’autres termes, au lieu d’une position uni- 
que dans laquelle la mobilité supplémentaire du mécanisme se mani- 
feste, on a affaire à un petit domaine de positions à l’intérieur du- 
quel l'apparition d'une telle mobilité dépend de facteurs stochasti- 
ques, à savoir des valeurs des jeux et des erreurs technologiques du 
mécanisme. 

Parallèlement aux cas analysés, dans lesquels la mobilité sup- 
plémentaire du BM apparaissant lors de la réalisation des opérations 
d'orientation est liée au déplacement du point P de la chaîne ciné- 
matique, il existe des cas où cette mobilité n’est que formelle. Il 
s’agit des cas de coïncidence des axes de deux couples de rotation 
(par exemple, les axes z, et z, ou z, et z, pour le schéma a, et les axes 
z et 5, ou z, et z, pour le schéma d). En donnant les paramètres de 
l'opération d'orientation, on définit seulement la somme 6,, -- 8, 
des angles de rotation des couples correspondants et l’on peut choi- 
sir arbitrairement la valeur de l’un de ces angles. Bien que le pro- 
blème d'orientation admette une infinité de solutions, la disposi- 
tion de tous les sommets du quadrilatère demeure inchangée. 


200 MANIABILITÉ ICH. 5 


Après avoir trouvé les coordonnées du point P, les valeurs des 
angles 6,, ..., 6 (et aussi 6, dans le cas a) se calculent à partir des 
produits matriciels correspondants. En égalisant Zp;, Zpe, Tp3 AUX 
éléments de 4,4,, on obtient trois équations pour définir 6, et 8, 
(exception faite du cas d, où x est indépendant de 8.). Connaissant 
6,, 6, et xQ. on tire ensuite de 4,4,4.,4, les valeurs de 6, et 8, 
(8, dans le cas c et 6, et 6, dans le cas d). Enfin, en utilisant x, on 
trouve les autres angles inconnus (6: et 8 pour a; 6; pour b;8, 
et 8; pour cet d). 

A chaque étape de la résolution on obtient (si l’on ne tient pas 
compte des limitations de mobilité) deux variantes des valeurs des 
angles cherchés. Pour tous les BM considérés, on obtient donc huit 
solutions différentes du problème d'orientation. Rappelons que le 
système (7.2), (7.4), (7.5) ne fournit que deux positions du point P. 
Par conséquent les huit solutions se répartissent en deux groupes 
de quatre. 

Les valeurs 6; des quatre variantes correspondant à une position 
déterminée du point P sont liées entre elles par les transformations 
simples indiquées au tableau 5.3 et dont la forme dépend du schéma 
cinématique du BM. Dans les schémas a, b, c, la position réciproque 
des deux premiers couples cinématiques est identique et dans les 


Tableau 5.3 
| LA | 8; | 6: | CA | 8, 8 
CA 6: 6, + —0, ds, + 7x CA 
a O+7 a—0, 0,+ 7 a 6, ee 
8, +7 ñ—0, 6, —8, 8,+7 8e 
0: LA +7 —6, —06, + 
b +7 a—0, 8,+7 4, 6; 8 
8 +7 a—06, 8, —0, — 65 8 + 7x 
0; 8, LS 8, +17 —6, O+x 
C 8,+x n—0, —6; 8,+x (A CA 
0,+7 1—06, — 6, 0, —6, d+x 
6, 6. LA 6,+x —65 + x 
d 6: 8, +7 —6, 8, +7 8, (A 
8; 86,+ 2 —0, 8, —8, 8+ x 
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schémas a et b les quatre premiers couples sont disposés de façon: 
identique. On voit que les transformations des coordonnées corres- 
pondantes ont aussi la même forme. Dans les schémas b. c, d, les 
deux derniers couples sont du même type, et dans les schémas c et 
d, les quatre derniers. Et de nouveau les transformations correspon- 
dantes sont, elles aussi, identiques. 

Toutes les chaînes cinématiques représentées à la fig. 5.13, a à 
d, comportent trois couples de rotation successifs dont les axes se cou- 
pent en un point (les schémas a et d en comportent mème deux grou- 
pes). Montrons maintenant [50] que la méthode d'analyse géométri- 
que est également applicable aux schémas à trois axes z; parallèles 
(cf. fig. 5.13 e). Les valeurs des paramètres géométriques de ce sché- 
ma, ainsi que des schémas précédents, sont indiquées au tableau 
5.2. Les axes z,, z, et z, de ce schéma sont parallèles, les axes z,, 
Z1 et Z3, 2, Sont orthogonaux non coplanaires. 

La configuration spatiale de la chaîne cinématique à point C 
fixe est caractérisée par la disposition de ses « sommets », que nous 
désignons par P, G, H, Q. Les axes z,, z, et z, étant parallèles, tous. 
ces points se situent dans un même plan S, qui passe par l'axe z. 
du premier couple. La position du point @ est décrite comme aupa- 
ravant par la relation (7.1) d’après les vecteurs x et v donnés. Ceci 
permet de définir sans ambiguïté le plan S,. Il peut être décrit par 
l'équation (7.5c), à condition d’y remplacer x»; par les coordonnées 
d'un point arbitraire. Outre l'équation (7.5c) on a pour le point P 
les relations x», = 0 et |xp | — a, ce qui nous fournit ses deux 
positions possibles : 


Zpa = to (Qu + To) 7°, 
Zp2 = ET os (ZQ + To). (T.8} 


. Reste à situer les points G et H. A cet effet, on se servira de l’équa- 
tion du plan S, et des équations quadratiques analogues à (7.3): 


‘%e — Xp) (Xc — Xp) = 0;, ‘Rx — Xo) (Xn — Xo) = 4%. (7.9) 


donnant la distance des points G et H aux points connus P et Q. 
Nous obtiendrons encore une équation, linéaire par rapport aux co- 
ordounées du point H, en menant le plan S, par les points H,QetC. 
Remarquons que l’axe z, est perpendiculaire à S, et il appartient en 
même temps au plan S,, car &«, = x/2, les plans S, et S, sont donc 
orthogonaux. Conformément à (7.5c), le vecteur ‘(zpe, —xm; 0} 
est perpendiculaire à S, et, par conséquent parallèle à S,, ce qui 
nous permet d'écrire l'équation cherchée 


Tai —Tcy Tmo—Lce Ts Tes 
Zqi—Tey T2 —Tco Xos—Tca|= 0. (7.10) 
Tp2 — Xp: 
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Des équations (7.9), (7.10) et (7.5c) (dans cette dernière équation 
il faut remplacer x- par x#) nous tirons deux positions possibles du 
point H pour chaque vecteur x. Enfin, le vecteur x; peut être trou- 
vé à partir de (7.5c). de la première équation (7.9) et de la condition 
[Xe — Xr | —= @,, ce qui nous fournit deux valeurs de x; pour des 
x et xP fixes. Nous obtenons en définitive huit variantes de la dis- 
position des « sommets » de la chaîne cinématique, quatre varian- 
tes correspondant à chacune des deux positions possibles du point P. 

Les angles 6; se calculent consécutivement d’après les coordon- 
nées des vecteurs Xp, Xcç: Xm» X0: Xc- À la différence des cas précé- 
dents, à chaque configuration des points P, G, H, Q, C correspond 
une valeur unique de q. Pourtant, le nombre total des solutions est 
toujours égal à huit. 

Le cas où le point Q appartient à l'axe z, constitue une exception, 
comme il découle de l’analyse à laquelle nous venons de procéder. 
Il est clair que pour toute position du point P il est possible de dé- 
terminer le plan S, et d'appliquer ensuite (7.9), (7.10), ce qui signi- 
fie que nous sommes de nouveau en présence d’une mobilité redon- 
dante de la chaîne cinématique. Les exemples traités montrent que 
la méthode géométrique permet de simplifier considérablement les 
algorithmes de solution du problème d'orientation et d'en présenter 
plus clairement les résultats pour bon nombre de structures des BM. 
Ces résultats seront utilisés au $ 5.8 pour l’analyse des estimations 
de maniabilité du mécanisme représenté par la figure 5.13 e. 


$ 5.8. Maniabilité des BM tridimensionnels 


Les solutions fermées du problème d'orientation obtenues aux 
$$ 5.5 à 5.7 servent de base à l'analyse numérique de la maniabilité 
des BM tridimensionnels. Nous donnons quelques résultats de cal- 
culs effectués pour le mécanisme montré à la figure 5.13e, en essayant 
de mettre en évidence l'influence que les limitations de mobilité de 
certains couples cinématiques exercent sur la maniabilité [50]. 

Commençons par le cas où il n’y a pas de limitations de mobilité. 
Remarquons qu'’enl’absence de limitations dans le premier couple 
de coefficient de service Q, se trouve être le même pour tous les 
points des cercles 2% + y? — const, c’est-à-dire que cette importante 
caractéristique de la maniabilité est décrite par une distribution 
bidimensionnelle et non par la distribution tridimensionnelle com- 
me dans le cas général. Ceci permet de représenter Q, d’une manière 
plus suggestive, en se limitant à la distribution dans un des plans 
passant par l’axe z,. La dimension de la caractéristique Q, baisse 
elle aussi, étant donné que ©, ne dépend que du projeté du vecteur 
+ sur l’axe z, (un effet analogue de la « dégénérescence » des caracté- 
ristiques de maniabilité, en l’absence de limitations dans le premier 
couple, se manifeste également chez les BM plans, cf. $ 5.2). 


$ 5.8) MANIABILITÉ DES BM TRIDIMENSIONNELS 203 


Si l’angle 8, n'est pas non plus limité, la dimension des estima- 
tions Q, et Q, diminue davantage ; en définitive, Q, ne dépend que 
de la distance r des points x et P. et Q, — const. Ainsi. en l'absence 
de limitations sur 6, et 6,. l'analyse de la maniabilité se ramène au 
calcul de la relation Q, = Q, (r) et à la construction des zones de 
service (cf. $ 5.1). 

Une étude des zones de service en l’absence de limitations de 
mobilité a été effectuée dans [115] pour le BM montré à la figu- 
re 5.13 c. Compte tenu de la possibilité de rotation de toute la chaîne 
cinématique autour de l'axe OC, ces zones représentaient des seg- 
ments sphériques. dont les « dimensions » étaient déterminées par 
les positions extrèmes du quadrilatère plan correspondant. Pour le 
BM de la figure 5.13 e, les zones de service ont une forme plus com- 
plexe. Cherchons la section de ces zones par les plans de coordonnées 
Oxozo et Oroÿo, en supposant que le point x appartient à l’axe z,. 

Si le vecteur v d'orientation de la pince appartient au plan Ox,:,. 
alors, conformément au $ 5.7, les points P, G, H, Q se situent tous 
dans ce même plan. Donc, 8, = 0 et les points 4, Q et C doivent 
être alignés (0, — 0 ou 6, = x). Sur la figure 5.14 a sont montrées 
deux configurations du BM correspondant aux points x. et x4, dans 
lesquelles le vecteur v fait le plus grand angle possible avec l'axe z, 
et se situe donc sur la frontière de la zone de service dans sa section 
par le plan Oz. 

Lors du déplacement du vecteur v suivant la frontière de la zone 
de service, il tournera autour de l’axe zx, en entraînant la variation 
de l’angle 8,. En même temps, le point P s'éloigne de l'axe x, et 
l'angle 60, augmente. Dès que le vecteur v se trouve dans le plan 
Oxoÿo. les points G et H tombent eux aussi dans ce plan et s'ali- 
gnent sur les points O et P. L 

Le calcul des sections de la zone de service par les plans Oz;z, 
et Ox,y, se ramène ainsi à une analyse de la maniabilité du BM plan 
correspondant. En l'absence de limitations de mobilité, on obtient 
sans peine les relations analytiques qui donnent les angles 4, et 
+, en fonction de x. Dans le cas du plan Oxçy,, dans la position 
limite du mécanisme le points O, P, G, H et Q sont alignés et l'angle 
, se détermine à partir du triangle de côtés x, 4, — a, + a, + a, + 
+ a, et L (cf. fig. 5.14 b), de sorte que 


Ÿ = 2 Arc cos [(2° + ! — a )/2xll. (8-1) 


Pour le plan Ox,:,, il existe deux positions limites du mécanisme 
qui correspondent aux triangles de côtés z — a,, a, + as, by, où 


d, =]|a;—-1|, b, = a, + L. Par conséquent, 
; a)? LE — Ê 
Ÿ.= min [2 Are cos La tes tes | , (8.2) 
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le minimum de (8.2) étant réalisé pour # = 1 si (x — &)° << (a, + 
+ a3)° + (Ë — ai) (configuration où xc = x. et 6, = x), et pour 
k = 2 si z prend des valeurs plus grandes (configuration où xc = 
= x, et 6, = 0). Les figures 5.14 c, d donnent une vue générale des 
zones de service du BM aux mêmes points x, et x, pour lesquels les 
figures 5.14 a, b présentent les configurations limites du mécanisme. 

La figure 5.15 a montre la courbe du coefficient de service Q. (li- 
gne pleine), calculée d’après la solution fermée du problème d'o- 
rientation pour un BM spatial pour a, = L = 15, a, = a; = 35, 


Fig 5.14 


a; = 8 (nous avons étudié dans un paragraphe précédent une va- 
riante de construction caractérisée par les mêmes grandeurs adimen- 
sionnelles). Les zones de service des figures 5.14 c, d sont construites 
sur la base de ces calculs. La relation (1 — cos 1,)/2 pour un seg- 
ment sphérique d'angle au centre 2, est representée à la figure 5:15 & 
par un trait interrompu, la relation (1 — cos 1p,)/2 pour un segment 
sphérique d'angle au centre 2%. est illustrée par un trait interrompu 
mixte. On peut considérer ces relations comme des estimations 
approximatives de Q, obtenues au cours de l'examen de l'opération 
d'orientation dans l’un des plans Ox,y, ou Ox,:,. Les courbes de la 
figure 5.15 se rapportent à l'intervalle | x — a, | < l, où Q <1 
(aux bornes de cet intervalle ,=+#,, car les configurations limites 
des deux plans se confondent). 

A mesure que le vecteur v tourne autour de l'axe x, (pour les 
points de positionnement x situés sur z,), la « largeur » de la zone de 
service diminue monotonément de la valeur maximale ÿ, jusqu'à 
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la valeur minimale ÿ,, de sorte qu’on a toujours 


(A cos ÿ) SQL (1 — cos ps). 


Cette propriété de la chaîne cinématique considérée permet de 
déterminer la zone de service complète (Q, — 1), même en présence 
de limitations, uniquement 
par l’analyse des configura- 
tions planes situées dans le 
plan Ox,y,, c’est-à-dire qu’elle 
permet d’estimer ‘la forme et 
les dimensions de cet impor- 
tant domaine de l'espace de 
travail à l'aide de construc- 
tions graphiques simples. 

La figure 5.15 b illustre la 
variation de Q, pour différents 
rapports des longueurs des 
segments, toujours en l’ab- 
sence de limitations. La lon- 
gueur totale L = a, + ! = 108 
et le paramètre a, = ! = 15 
restaient inchangés dans tous 
les cas, seuls variaient les 
paramètres a, = a; et a, (pour 
les courbes de la figure 5.15 a. 
on a a,4/l = 0,5). On voit que 
le coefficient de service décroît 
monotonément avec l’augmen- 
tation de a,, ce qui signifie qu'avec la diminution de la distance 
des axes z, et z, le BM considéré devient plus maniable. 

Passons à l’analyse des BM avec limitations. On admet toujours 
que |6, | < x et l’on étudie la variation de Q@, dans le plan Oz,z,. 
Commençons par les cas où l’angle de rotation est limité seulement 
dans un des couples. 

La figure 5.16 a montre les courbes de niveau de la fonction Q, 
pour une limitation symétrique de l'angle 8,: | 8, | & d, = 0,87. 
Les longueurs des segments sont les mêmes que dans le cas des cour- 
bes de la figure 5.15 a. Puisque Q, est symétrique par rapport aux 
axes Zo et Zo, nous n’avons représenté à la figure 5.16 a que le quadrant 
Zo > 0, zo >> 0. Le domaine hachuré représente la partie de l’espa- 
ce de travail du BM (d, = x) qui en est éliminée pour d, = 0.87. 
La fonction Q, est nulle à la frontière de l'espace de travail. Avec 
l’augmentation de Q,, les courbes de niveau correspondantes diffè- 
sent de plus en plus des arcs de cercle ; dans ce sens, les répartitions 
de Q, sont analogues pour le BM spatial et le BM plan (cf. fig. 5.7). 


Fig. 5.45 
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Notons que sur la portion de l’axe x, où Q, << 1 cette quantité 
atteint un minimum et croît ensuite au fur et à mesure de l'éloigne- 
ment du point x par rapport à cet axe. Le fait est que la limitation 
sur l’angle 8, ne permet pas d'orienter la pince au voisinage de l’axe 
z, dans la direction opposée à celle de x, (l’orientation de la pince 
suivant z, est réalisée grâce à la rotation 6, — x dans le premier 
couple). Par conséquent les zones correspondant à Q, > 0,8 pré- 
sentent une « découpure » caractéristique dirigée suivant l’axe z,. 

La limitation 6, < 0; définit une portion convexe de la courbe 
de niveau de Q. dans le demi-plan z, > 0 et une portion concave 
dans le plan 2, << 0; la limitation 6, => 6, a un effet inverse. Dans 


Fig. 5.16 


le cas où la limitation sur l’angle 6, n'est pas symétrique (0, Æ 
 —6;), les courbes de niveau correspondantes des demi-plans su- 
périeur et inférieur sont réunies par un segment pratiquement paral- 
lèle à l’axe x,, comme le montre la figure 5.16 b (ici 0, — —0,87, 
6, = 0,7). Dans le cas considéré, les limitations 6, et 6; n'exercent 
leur influence sur la répartition de Q, que si elles sont inférieures à 
z/2 en valeur absolue. Cependant, si la mobilité d'autres couples est 
aussi restreinte, la maniabilité du mécanisme peut considérable- 
ment empirer pour des valeurs beaucoup plus grandes de 6, et 6; 
(voir à ce sujet le tableau 5.4, par exemple). 

Si seul l’angle 6, est limité, il est facile de voir que pour tout v 
les solutions ont les valeurs opposées de 8,. Par conséquent, il suf- 
fit de considérer le cas symétrique | 63 | < d3 (si 6, = —6,, la ré- 
partition de Q, est celle du cas symétrique lorsque d; — max (—6,, 
6,); ceci n’est vrai qu’en l’absence d’autres limitations). 

La répartition du coefficient Q@, est identique pour les quatre 
quadrants du plan Or,z, ; la figure 5.17 représente la zone de service 
total (Q; = 1) dans un des quadrants pour les valeurs suivantes de 
ds: ds = x (a), ds = 51/6 (b), d, = 2x/3 (c), ds = x/2 (d). Les seg- 
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ments sont ici de mêmes longueurs que dans les cas précédents. Cette 
fois les « découpures » dans les zones correspondant aux valeurs de 
Q, proches de l'unité se situent perpendiculairement à l’axe x, et 
non le long de cet axe, contrairement au cas précédent. 

Nous n'allons pas étudier séparément l'influence des limitations 
dans les quatrième et cinquième couples. Le rapport admis ici pour 
les longueurs des segments est tel que les quantités a, et L sont rela- 
tivement faibles; pour cette raison, l'influence des limitations cor- 


Fig. 5.17 


respondantes est également faible; l’augmentation des dimensions 
a, et L a pour effet d’amoindrir la maniabilité du mécanisme. 
Rapportons maintenant quelques résultats des calculs du coeffi- 
cient de service du BM en présence de limitations dans deux couples 
cinématiques (les angles 6, et 6, étant limités, cf. tabl. 5.4 où les 
dimensions des segments sont les mêmes qu'auparavant pour toutes 
les variantes). Les débattements admissibles sont indiqués dans la 
deuxième et la troisième colonne du tableau 5.4. Le débattement 


Tableau 5.4 
N | 8.6 | 8565 e Q | Q@ | Q rs 
7, 7 a, 7 0,72 | 0,52 | 0,08 | 0,08 | 0,72 
2 [En nl — 5x] 0,86 | 0,22 | 0,45 | 0,46 | 0, 
3 +7 —n, +  |0,6 | 0,38 | 0,09 | 0,04 | 0,71 
4 3 7 +, |0,61 | 0,2 | 0,06 | 0,11 | 0,72 
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total admissible est le même pour toutes les variantes 2, 3, 4; la 
variante 1 correspond à l'absence de limitations et est donnée à 
titre comparatif. Les colonnes 4 à 7 sont réservées aux valeurs de 
l'estimation globale de la maniabilité Q et aux rapports Q,, Q:, Qs 
des aires des zones (où l’on a respectivement 0,95 << Q <1,0; 
0,8 < Q, < 0,95; 0,5 < Q, < 0,8) à tout l'espace de travail (plus 
exactement, à sa section : par le plan Ox,2,). Enfin, la dernière colon- 


ne indique la quantité Q = max (Q., Q+), où Q_, Q, sont les va- 
leurs moyennes du coefficient de service ©, pour les demi-plans 


Zo <Oet z, > 0. L'estimation Gest intéressante dans beaucoup de 
Cas importants pratiques, par exemple, lorsque l’espace de travail 
ner est limité par une surface plane porteuse des objets à mani- 
puler. 

Le tableau 5.4 permet de voir que. pour des angles de rotation 
tolaux identiques dans le deuxième et le troisième couple, l'esti- 
mation globale dépend essentiellement de la position relative des 
intervalles de 6, et 6.. S'ils se situent de part et d’autre du zéro (va- 
riante 3), l'estimation globale Q et l’aire Q, de la zone correspondant 
à Q, > 0,95 sont maximales. Cette estimation diminue si les inter- 
valles sont symétriques et elle est minimale dans le cas où les inter- 
valles de 6, et 6, se situent d'un même côté du zéro. Cet effet sensi- 
blement non linéaire a lieu uniquement pour les couples cinématiques 
indiqués; une pareille asymétrie des limitations dans le troisième 
et le quatrième couple n’a pratiquement pas d'influence sur Q. 

L'asymétrie des limitations dans le deuxième et le troisième 
couple n’affecte pas seulement la valeur de Q, mais aussi la réparti- 


tion de Q.. Pour les variantes 3 et 4, où 8, < nr, l’estimation Q pour 
le demi-plan supérieur se confond pratiquement avec l'estimation 
globale Q en l'absence de limitations. Résumons: un choix judi- 
cieux des limitations de mobilité permet non seulement d'élever 
l'estimation globale de la maniabilité du système, mais aussi de 
faire varier à son gré la répartition de l'estimation Q, dans telle 
ou telle zone de l’espace de travail. 

Enfin, en comparant Q et Q, nous voyons que ces deux estima- 
tions varient en concordance: siQ croît, il en va de même de @,, 
c'est-à-dire que l'aire de la zone de « service total » peut aussi servir 
d'estimation de la maniabilité du mécanisme concerné (une telle 
position du problème d'optimisation bicritérielle des propriétés 
géométriques d'un BMest étudiée dans [30, 72] avec comme critères 
d'optimisation le volume V de l’espace de travail du BM et le vo- 
lume de la zone de service total). 

En conclusion, arrêtons-nous brièvement sur la question, fort 
intéressante à notre avis, de l’analyse numérique de la maniabilité 
des BM spatiaux. Le calcul de l'estimation Q, se ramène à la véri- 
fication des possibilités de réaliser l’ensemble des opérations d’o- 
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rientation en un point x pour différents v. Auparavant, lorsqu'il 
s'agissait d’essayer toutes les valeurs de x, nous nous sommes servis 
de réseaux quadratiques ou cubiques ; le choix successif des valeurs 
de l'angle v était assuré pour les BM plans par la variation uni- 
forme d’une seule coordonnée. Dans le cas des BM spatiaux, l'extré- 
mité du vecteur v appartient à la surface de la sphère unité, où le 
nombre maximum de points d’un réseau uniforme est égal à 20 (ce 
sont les sommets d’un dodécaèdre inscrit ou les centres des faces 
d’un icosaèdre circonscrit). En utilisant un nombre plus important 


Fig. 5.18 


de points, il faut souvent renoncer à la condition de leur stricte 
uniformité, faute de polyèdres réguliers correspondants. 

Citons à titre d'exemple un procédé employé dans [115] où la 
sphère unité était partagée par des plans équidistants parallèles 
au plan Ox,y, en zones de même aire, celles-ci étaient ensuite di- 
visées par des « méridiens » en un nombre égal de domaines équiva- 
lents dont les centres étaient choisis pour les orientations d'essai 
v.. Les domaines ainsi obtenus, étant de mêmes aires, diffèrent par 
leur forme : ils sont « allongés » en « longitude » près de l'e équateur » 
et en « latitude » au voisinage des « pôles » de la sphère (fig. 5.18 a). 

La figure 5.18 présente deux variantes de la disposition des 
points v, dans un octant de la sphère. Pour rendre le dessin plus sug- 
gestif la sphère unité a été projetée sur le plan de façon à ce que les 
distances des points, mesurées suivant les arcs de parallèles et de 
méridiens, se confondent respectivement avec la différence de leurs 
abscisses et de leurs ordonnées. Les points v, sont figurés par une 
croix. Le nombre total des points du réseau de la figure 5.18 a est égal 
à 128 (16 points par octant). Pour les calculs de maniabilité, dont les 
résultats sont rapportés dans [115], un réseau analogue de 256 points 
a été utilisé. 

Une autre variante de réseau des v,, proposée dans [50], est mon- 
trée sur la figure 5.18 b. Dans ce réseau, les points sont équidistants 
non seulement en longitude, mais aussi en latitude, ce qui a pour 
effet d'améliorer quelque peu l’uniformité de leur répartition. Le 
14—0243 
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nombre total des points dans la seconde variante est égal à 104 (à rai- 
son de 13 points par octant), ce qui assurait une précision suffisante 
des calculs de la maniabilité. 

Les résultats détaillés de l’analyse numérique des estimations de 
maniabilité des BM spatiaux représentés sur la figure 5.13 sont cités 
dans la thèse de doctorat de G. Pourtséladzé intitulée « Analyse des 
structures cinématiques et synthèse des mécanismes d’équilibrage et 
de mouvement stéréotypés des robots manipulateurs » (Institut de 
recherches en constructions mécaniques A. Blagonravov, 1981). 

Terminons l'examen des propriétés géométriques des manipula- 
teurs par une remarque de caractère général. Comme déjà souligné, 
et à plus d’une reprise, les critères d’atteignabilité et de maniabilité 
ont été établis dans l'hypothèse que l'information a priori sur les 
paramètres des opérations de positionnement et d'orientation à effec- 
tuer est absente. Dans ces conditions le problème d'optimisation 
des propriétés géométriques des manipulateurs à l’étape de conception 
comporte comme un des objectifs le choix des longueurs des élé- 
ments qui assurent aux estimations V et Q leurs valeurs maximales 
pour une longueur totale donnée du BM. 

Supposons maintenant que le robot est destiné à effectuer un 
certain nombre d'opérations d’orientation sensiblement identiques; 
une situation pareille est typique des robots d'assemblage ou des 
robots desservant les machines-outils lorsqu'il s'agit de prendre ou 
de mettre en place un grand nombre de pièces présentant une même 
orientation et disposées dans les limites d’un certain domaine du 
plan (disposition à un niveau) ou de l’espace (disposition à plusieurs 
niveaux). De telles opérations motrices portent le nom de problèmes 
d’'empilage. Ce genre de problèmes est typique aussi des BM à com- 
mande manuelle qui sont actuellement exploités ou étudiés pour 
l’industrie minière (forage des trous de mine lors du creusement des 
galeries) ou l’industrie du bâtiment (mise en place de plaques pour 
cloisons par exemple, etc.). 

Il serait plus logique de formuler le problème de synthèse opti- 
male du BM d’un robot comme suit : déterminer la relation entre les 
longueurs des éléments du BM (et, éventuellement, sa structure ci- 
nématique) qui assure l’exécution d’un ensemble donné d'opérations 
d'orientation pour une longueur totale minimale du BM. Le choix 
de la longueur de la chaîne cinématique pour critère d'optimisation 
n’est pas fortuit : des dimensions linéaires du BM dépendent monoto- 
nément toutes ses caractéristiques techniques principales. En effet, 
avec la diminution de la longueur, toutes choses égales, d’ailleurs, 
diminuent les dépenses des matériaux et le poids, la consommation 
d'énergie, augmentent la rapidité de fonctionnement et la rigidité, 
s'améliore la précision de positionnement, etc. 

Attirons l'attention sur un autre moment essentiel. Le fait est 
que la minimisation des dimensions du BM à condition d'assurer 
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l'exécution des opérations d'orientation données nécessite de dispo- 
ser d’une façon bien déterminée le bâti support du robot (ou le cha- 
riot des robots mobiles) par rapport à la zone de service. Ainsi, deux 
problèmes d'optimisation de niveau différent, à savoir le choix des 
paramètres géométriques et la disposition du BM par rapport à la 
zone de service se trouvent interdépendants et doivent se résoudre en- 
semble. L'outil mathématique à utiliser dans ce cas sera évidemment 
constitué par les méthodes de solution du problème d'orientation en 
combinaison avec les méthodes de recherche d’un extrémum dans 
un espace à dimensions multiples. 

Cette approche est réalisée par A. A. Kobrinski et A. Youkov et 
exposée dans leur article « Conception optimale du manipulateur 
d’un robot de l’industrie de bâtiment » dont la publication est pré- 
vue dans « Doklady Academii Naouk SSSR » pour 1988. On y ré- 
sout le problème d'optimisation pour le BM représenté par la figu- 
re 5.13 e. On montre que la valeur minimale de ZL (L est la longueur 
du BM) est réalisée pour &, = a,; en ce qui concerne les paramètres 
a, et l, ils doivent prendre les valeurs les plus petites possibles (en 
particulier, un BM optimal d’après le critère de la longueur totale 
est le BM qui a a, — 0 et dont les axes du quatrième et du cinquiè- 
me couple se coupent). Les limitations des angles de rotation dans 
les couples cinématiques ainsi que leur rôle dans la minimisation 
de L sont également examinés ; il est montré que le rôle restrictif est 
joué par les limitations de l’angle 6,; la longueur minimale du BM 
est également étudiée en fonction du niveau donné de l’erreur de po- 
sitionnement de son bâti par rapport à la zone de service. 

A notre avis, l'importance des problèmes de synthèse géométri- 
que optimale des deux types envisagés plus haut ne fera que croître 
EEE le à mesure de l’extension du champ d'emploi des systèmes 
robotisés. 
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CHAPITRE 6 


PRÉCISION DES BM 


$ 6.1. Estimations des propriétés mécaniques 


Deux chapitres précédents ont été consacrés à l'étude de deux 
propriétés géométriques des BM: leur portée, ou atteignabilité, et 
leur maniabilité. 11 s'agissait notamment de déterminer les points 
de l’espace de travail « atteignables » par l’effecteur et les possibili- 
tés de l’orienter en ces points. Les estimations des propriétés géo- 
métriques permettent de se faire une idée aussi bien qualitative que 
quantitative sur la dépendance de la mobilité d’un BM par rapport 
à sa structure et sa géométrie. 

Quant aux capacités fonctionnelles d’un BM, elles ne sont pas 
définies uniquement par ses propriétés géométriques. Dans un cha- 
pitre introductif nous avons passé en revue d’autres propriétés, dites 
mécaniques. Leur description nécessite de prendre en compte, outre 
la géométrie du BM, certains de ses autres paramètres, dont les ca- 
ractéristiques des actionneurs. Les propriétés mécaniques, au même 
titre que les propriétés géométriques, déterminent les possibilités 
du BM et la précision de réalisation de ses tâches motrices. 

Comme dans le cas des propriétés géométriques, la méthode d’étu- 
de des propriétés mécaniques est fondée sur une analyse de l’ensem- 
ble des opérations élémentaires réalisables. Ainsi, par exemple à 
partir des valeurs limites des vitesses ou des couples de rotation que 
peut développer tel ou tel type d’actionneur, on détermine les vi- 
tesses ou les efforts que le BM correspondant peut exercer sur l’objet 
de manipulation, c’est-à-dire qu’on détermine les gammes des vites- 
ses possibles de déplacement de la pince ou les gammes des efforts 
appliqués à la pince, celles-ci étant différentes pour des configura- 
tions différentes des BM. On peut dire qu’en exprimant divers 
aspects de fonctionnement d’un BM en termes d’opérations élémen- 
taires, on obtient des estimations quantitatives des propriétés mé- 
caniques correspondantes. 

Indiquons quelques particularités que présente la méthode 
d'étude de ces propriétés. Rappelons que lorsqu'il était question 
des propriétés géométriques, à chaque configuration du BM cor- 
respondaient une seule opération de positionnement et une seule 
opération d'orientation ; l’ensemble des configurations du BM per- 
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mettait de définir sans amiguité son domaine d'atteignabilité 
(espace de travail) et les zones de service en chaque point de ce do- 
maine. 

Il en va autrement dans le cas des propriétés mécaniques. Si, 
pour chaque configuration du BM, la pince ne peut être positionnée 
et orientée que d’une seule façon, les paramètres des opérations élé- 
mentaires, qui dépendent maintenant des caractéristiques de l’ac- 
tionneur, s'étendent sur des domaines de valeurs admissibles. Il en 
résulte qu’à une même configuration du BM correspondent les 
vecteurs les plus divers des vitesses de déplacement et des accéléra- 
tions de la pince, des efforts développés, etc. En faisant prendre à 
chacune de ces quantités une valeur choisie dans l’intervalle des 
valeurs admissibles, on obtient l’ensemble des opérations élémen- 
rs susceptibles d'être réalisées dans la configuration considérée 
du BM. 

Le problème d’étude de toute propriété mécanique comporte 
comme première étape une description détaillée de la famille des 
opérations élémentaires admissibles pour une configuration arbi- 
traire œ et la construction d’une grandeur scalaire R, caractérisant 
cette famille dans l’ensemble. R, est l’estimation quantitative de la 
propriété mécanique correspondante dans la configuration donnée q. 
Pour chaque propriété mécanique, on peut donner à l'estimation R, 
une certaine interprétation statistique en représentant les paramè- 
tres de l’opération élémentaire comme des variables aléatoires. Re- 
marquons que les estimations R, de toutes les propriétés mécaniques 
sont établies sous forme analytique. 

Lorsque la « qualité» des configurations particulières du BM 
est appréciée à l’aide de la fonction R,, il vient naturellement à 
l'esprit d’essayer d'établir une estimation globale R de la propriété 
mécanique considérée, en prenant la moyenne des R, suivant tout 
l’espace ® des configurations admissibles: 


n 
R= (AY À... | Roues... dqu, A= IT (ie). (11) 
j=1 
Ici, À est le « volume » de l’espace de configurations du BM. La 
formule (1.1) présume que toutes les configurations sont « équipro- 
bables », c'est-à-dire qu'elles sont équiréparties dans l'espace ©. 
On généralise aisément l'estimation (1.1) au cas d’une densité de pro- 
babilité quelconque p(q): 


R(p)= |. | Rep(g) des … dqn. (1.2) 
œ 
Cette éventualité a été discutée au $ 4.11 en rapport avec l'estima- 


tion V de l’atteignabilité. Cependant, une généralisation qui ne se 
fonde pas sur des données, justifiant le choix d’une telle ou telle loi de 
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probabilité p(œ) ne présente qu’un intérêt purement théorique. Nous 
n’allons pas nous en servir par la suite. 

Rappelons que dans le chapitre 5, où nous avons analysé la ma- 
niabilité des BM, nous avons construit, parallèlement à l'estimation 
globale Q (valeur du service), deux estimations particulières, Q, 
et ,, correspondant aux cas où l’un des paramètres (x ou v) de 
l'opération d'orientation est fixé. On peut considérer des estimations 
particulières analogues pour toutes les propriétés mécaniques si 
l'opération élémentaire se décrit par deux paramètres vectoriels. 

On doit cependant tenir compte de la différence essentielle sui- 
vante de ces paramètres. L’un d'eux, noté f, caractérise une certaine 
direction dans l’espace de travail (par exemple, la direction de la 
vitesse pour une opération de déplacement, d’une force pour une 
opération de chargement, etc.). Pour une direction f fixe, toute une 
famille déterminée des opérations élémentaires correspondantes peut 
être réalisée pour chaque configuration q. Notons R (y, B) une esti- 
mation scalaire de cette famille. L'estimation particulière Rg se 
calcule alors d’après une formule analogue à la formule (1.1) de 
l'estimation globale : 


Rp=(A)4 |... [ R(e, Bd, …. aq. (1.3) 
© 


Les méthodes d’établissement des estimations R, et R (, B) 
seront traitées lors de l'étude de chaque propriété mécanique. 

Le paramètre x de toute opération élémentaire donne la position 
de la pince du BM. Pour calculer l'estimation R, correspondante, 
il faut considérer l’ensemble ®, des configurations du BM pour 
lesquelles x coïncide avec le point donné x et prendre la moyenne 
des R, suivant la partie ®, de l’espace de configurations et non sui- 
vant l’espace tout entier (cette restriction ne s’imposait pas lors 
de l’analyse de la maniabilité, car l'estimation Q, était « primaire » 
et, pour la construire, il fallait prendre la moyenne suivant l’en- 
semble des opérations élémentaires et non suivant l’ensemble des 
configurations). 

A la différence de l’ensemble ®, l’ensemble ®, est de dimension 
n — 3 et a une géométrie assez complexe. C’est pourquoi nous allons 
définir R, non par une intégrale, comme nous l'avons fait pour l’es- 
timation globale R, mais par une valeur moyenne: 


N 
R;= lim N1 ZE Ro (1.4) 

Nc ke 
où w, est un ensemble « suffisamment représentatif » des configura- 
tions avec xc = x. Il convient d'utiliser comme q, une suite uni- 
formément répartie (cf. $ 4.7) suivant certaines r — 3 coordonnées 
généralisées p;; les valeurs des autres coordonnées se cherchent à 
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l’aide de la solution fermée du problème de positionnement avec 
xc = X, telle qu’elle est exposée au $ 4.9. En allongeant la suite 
®», on assure la convergence de la valeur moyenne des R,, vers une 
certaine limite qu’on prendra pour Rx. 

Le problème de recherche de la valeur extrémale au lieu de la 
valeur moyenne R,, de l'estimation R, sur l’ensemble des configu- 
rations ®, présente un très grand intérêt pratique. La configuration 
œ qui lui correspond est de toute évidence la meilleure au point x, 
du point de vue de la propriété mécanique considérée du BM. 

On peut mener en parallèle le calcul de l’estimation R, et la 
recherche des configurations optimales, c’est-à-dire qu'on peut dé- 
terminer celles-ci par un triage direct des configurations qu’on a 
rapportées à l’ensemble ®.. Une autre approche de ce problème est 
l'optimisation locale: au départ d’une configuration quelconque 
œ € ®,, on construit l’approximation suivante à l’aide de la rela- 
tion linéarisée 

(AA) e4 = 0, (1.5) 


où AA est la partie linéaire de l'accroissement total de la matrice À 
au point . Le calcul du projeté du gradient de R, sur l’hyperplan 
(1.5) nous fournit l'algorithme de descente en gradient de la recher- 
che de l’extrémum local de Re. 

Arrêtons-nous en conclusion sur le rôle que joue chacune des 
estimations mentionnées dans la description de la motricité des BM. 

Connaissant les domaines des paramètres admissibles des opéra- 
tions élémentaires, on peut formuler les conditions nécessaires à la 
réalisation de n'importe quelle tâche motrice. A cet effet, on dé- 
compose la tâche, d’une façon purement conventionnelle, en opéra- 
tions élémentaires se rapportant à des points appropriés de l’espace 
de travail. En chaque point, on cherche une configuration pour la- 
quelle les opérations élémentaires dont se compose la tâche appar- 
tiennent toutes à des espaces admissibles correspondants. Si une 
telle configuration n'existe pas, cela veut dire que la tâche motrice 
considérée n’est pas réalisable. 

Il va sans dire que la possibilité de réaliser la totalité des opéra- 
tions élémentaires d’une tâche n’est qu’une condition nécessaire. 

Il peut s’avérer, par exemple, qu’à de petits déplacements de la 
pince correspondent des variations finies de la configuration du 
BM: cette situation ne permet pas la réalisation d’une trajectoire 
continue. Nous avons rencontré une situation analogue lors de l’ana- 
lyse de l’atteignabilité; au $ 4.6 il a été montré que l’espace de 
travail peut comprendre des frontières « intérieures », infranchis- 
sables pour certaines configurations. Ainsi, pour passer des condi- 
tions nécessaires à la réalisation d’une tâche aux conditions suffi- 
santes, il faut assurer la continuité de variation des configurations 
du BM au cours du mouvement. 
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Le rôle des estimations globales a été mis en évidence lors de 
l'analyse des propriétés géométriques. Elles sont nécessaires lors- 
qu'il s'agit de confronter les qualités des BM qui diffèrent par leur 
construction et leurs paramètres. On comprend que la généralisation 
des estimations globales à une série de propriétés mécaniques impor- 
tantes permet de décrire plus pleinement les BM envisagés et de po- 
ser le problème de la synthèse multicritérielle de tels systèmes. 

Quant aux estimations particulières R,, R$ des propriétés mé- 
caniques, on peut s’en servir pour délimiter des zones de déplace- 
ments préférentiels de tel ou tel type dans l’espace de travail d’un 
BM concret et pour adapter ces zones à des processus technologiques 
robotisés. 

Enfin, non moins importantes sont les estimations R, et R (, B) 
concernant chaque configuration concrète des BM et permettant de 
poser le problème de l'optimisation des propriétés mécaniques des 
BM en vue de l'exécution d'une tâche motrice assignée. 

Résumons : la méthode des opérations élémentaires permet d'en- 
visager, d’un point de vue unique, la position et la solution des pro- 
blèmes les plus divers portant sur la géométrie et la mécanique des 
BM. La suite de ce chapitre et les chapitres 7 et 8 sont consacrés au 
développement des méthodes de construction analytique des esti- 
mations R4 et R (, B) de différentes propriétés mécaniques et à la 
construction des domaines des paramètres admissibles des opéra- 
tions élémentaires correspondantes. 

Remarquons qu'à la différence de l'analyse des propriétés géo- 
métriques, où les problèmes de positionnement et d'orientation né- 
cessitaient l’étude de plusieurs configurations pour une opération 
élémentaire unique donnée, nous nous bornerons par la suite à une 
configuration déterminée et nous étudierons ses possibilités par 
rapport à un ensemble d'opérations élémentaires différentes. Cette 
approche différente nous permet de passer des problèmes essentielle- 
ment non linéaires de la géométrie des BM à des problèmes linéaires 
dans l'étude des propriétés mécaniques. 

En ce qui concerne le calcul des estimations plus générales R,, 
R$ et R, il se ramène à une intégration multidimensionnelle. Cette 
intégration sera effectuée par des méthodes générales d'analyse nu- 
mérique connues, que nous n’allons pas évoquer ici. 

En abordant l'analyse des propriétés mécaniques des BM, nous 
allons commencer par l’une des plus importantes d’entre elles, à 
savoir la précision. 


$ 6.2. Notion de précision des BM 


Le déplacement réel de tout système mécanique et, donc, .de tout 
BM, s’écarte inévitablement et pour différentes causes de sa trajec- 
toire idéale (théorique). Lorsque le BM exécute une opération de 


6 6.2] NOTION DE PRÉCISION DES BM 2147 


transport (liée à un déplacement del’objet de manipulation d’un 
point de l'espace de travail dans un autre et à son orientation en 
position finale), la pince s’arrête non pas au point théorique, mais 
dans un voisinage de celui-ci; l’orientation de l’objet transporté ne 
va, elle non plus, pas coïncider avec l'orientation théorique. Lors 
d’une opération technologique, le mouvement réel de la pince diffère 
du mouvement théorique : sa position, sa vitesse et son accélération 
peuvent dans le cas général ne pas coïncider avec les paramètres 
théoriques respectifs en tout point de la trajectoire du mouvement. 
L'écart entre la position réelle et la position théorique de la pince 
sera appelé erreur de position du BM [14]; les écarts entre les valeurs 
réelles et théoriques de la vitesse et de l'accélération représentent ce 
qu'on appelle des erreurs cinématiques. Nous allons nous occuper 
principalement des questions de calcul deserreurs de position des BM. 

Examinons les principaux facteurs engendrant les écarts du mou- 
vement réel du BM par rapport au mouvement théorique qui est 
conditionné par le processus technologique. 

1. Un groupe de ces facteurs est constitué par les erreurs techno- 
logiques de fabrication des éléments du BM. Par suite de ces erreurs, 
les dimensions réelles des éléments déterminant la position de la 
pince dans l’espace (ces dimensions sont d'ordinaire appelées ciné- 
matiques) diffèrent des dimensions théoriques figurant dans les al- 
gorithmes de calcul, ce qui signifie que la position réelle de la pince 
diffère de sa position théorique — on est alors en présence d’une er- 
reur de position. 

Pour connaître les dimensions cinématiques réelles, on peut me- 
surer les éléments finis de la construction du BM. En portant ces 
dimensions réelles dans les algorithmes de calcul appropriés, on 
arrive à exclure l'influence des erreurs technologiques sur la préci- 
sion « finale » du BM. Cependant, cette approche n’est conseillée 
que dans les rares cas où il s’agit de constructions uniques des mani- 
pulateurs. Dans la pratique courante, on détermine la précision 
espérée de la construction à partir des données contenues dans les 
dessins de travail. 

On sait que les erreurs technologiques sont limitées par diffé- 
rents standards et normes d'Etat qui fixent leurs valeurs tolérées. 
L'effet global, cumulatif des erreurs technologiques sur la précision 
de l’élément terminal du BM, donc sur la valeur de l'erreur de posi- 
tion de la pince, se calcule par les méthodes de la théorie linéaire de 
précision [14]. L'effet de chaque erreur « primaire » peut être déter- 
miné indépendamment de l’action des autres erreurs primaires, et 
leur sommaire est ensuite calculé en appliquant le principe de su- 
perposition des erreurs primaires. En ce qui concerne les méthodes 
de sommation et de détermination de l’erreur sommaire, elles ne 
sont assez bien développées dans la théorie de la précision que pour 
les mécanismes plans fermés. Le calcul de l’erreur de position de la 
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pince considérée comme élément d'un mécanisme spatial ouvert de 
dimension élevée constitue un problème spécifique de la théorie des 


2. Dans le cas général, le déplacement de la pince est assuré par 
le déplacement simultané de plusieurs ou de tous les éléments du 
BM, munis chacun d’un actionneur autonome dont le programme 
d'action est établi conformément au mouvement théorique de la 
pince et aussi conformément au procédé usuel de construction des 
mouvements en cas de redondance motrice. 

La « répartition » et la redistribution du mouvement résultant 
entre les éléments du BM et dont tient compte ce programme, ainsi 
que la réalisation du programme par le système de commande et par 
les actionneurs sont des étapes indispensables à la construction des 
déplacements des éléments. A chaque étape, des erreurs sont inévi- 
tables. Par suite de ces erreurs, la commande est imprécise et le 
déplacement réel de l’élément diffère de son déplacement théorique. 
Les erreurs engendrées à toutes les étapes de la suite des transforma- 
tions qui nous font passer des valeurs théoriques des coordonnées gé- 
néralisées du BM à leur valeurs réelles seront appelées par la suite 
erreurs de commande. 

Au même titre que les erreurs technologiques, les erreurs de com- 
mande constituent une source non négligeable d'erreurs de position 
de la pince. Malheureusement, les normes actuelles ne fournissent 
que très peu d’information sur les valeurs espérées des erreurs pri- 
maires qui contribuent aux erreurs de commande. 

Cependant, en supposant que les erreurs de commande sont faibles 
(et c’est ce qu’on admet par la suite), on peut toujours appliquer les 
méthodes de la théorie linéaire de la précision et le principe de super- 
position au calcul des erreurs de commande et à leur sommation 
pour déterminer l'erreur de position de la pince qu’elles engendrent. 
Tout comme les erreurs technologiques, les erreurs de commande 
sont supposées aléatoires et sont déterminées indépendamment pour 
chaque élément; les valeurs de ceserreurs primaires ne dépendent 
pas de la configuration du BM. La disposition réciproque des élé- 
ments joue un rôle seulement à l'étape de la sommation. 

3. Les propriétés élastiques du BM sont une autre source essen- 
tielle d'erreurs de déplacement. Au cours du fonctionnement, la 
chaîne cinématique formant l'ossature du BM se trouve souvent ou- 
verte, se comporte en cantilever composé de plusieurs éléments à 
articulations élastiques dont le dernier élément (l’effecteur) se trou- 
ve à une grande distance du point de fixation et acquiert de ce fait 
une grande compliance. En raison de tout ceci, la contribution du 
facteur « élastique » dans l'erreur globale de position du dernier 
élément du BM est considérable. 

En étudiant l'influence de ce facteur sur la précision de l'élé- 
ment terminal du BM, il faut traiter séparément les problèmes de 
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précision statique et dynamiqué. Le premier de ces problèmes se po- 
se dans les cas où les forces extérieures appliquées au BM peuvent 
être considérées comme constantes. Pour déterminer les conditions 
sous lesquelles cette hypothèse est admissible, on étudie les carac- 
téristiques fréquentielles du BM (compte tenu de l'élasticité des 
éléments et des propriétés élastiques des actionneurs qui équipent 
ces éléments) que l’on compare ensuite avec l'effet oscillatoire que 
produit le système de forces extérieures. 

S’il s'avère qu'il est possible de se limiter à l'approche statique, 
on aboutit à des problèmes connus à première vue, dans lesquels il 
s'agit de déterminer les erreurs primaires et de calculer leur somme 
au niveau du dernier élément du BM, à savoir sa pince. Il faut ce- 
pendant remarquer ici qu’à la différence des erreurs de commande et 
des erreurs technologiques, les erreurs de la chaîne cinématique dues 
à sa compliance ne sont pas aléatoires, mais sont fonctions de la 
charge appliquée sur le BM; l'effort exercé sur la pince engendre les 
erreurs de position de tous les éléments de la chaîne. L'importance de 
ces erreurs dépend des paramètres du BM, à savoir de l’élasticité de 
ses éléments et actionneurs, ainsi que de sa configuration. 

Dans l’approche statique, il s’agit avant tout de déterminer les 
valeurs des « erreurs primaires » consécutives à la déformation. S'il 
est possible d'admettre que ces erreurs sont faibles, on peut utiliser 
le principe de superposition, c'est-à-dire calculer indépendamment 
les déformations subies par chaque élément du BM sous l'effet de 
chacune des forces appliquées au système et faire ensuite la somme 
des erreurs de positionnement de la pince dues à ces déformations 
(cf. $ 8.1, où est considérée la compliance). 

4. La précision du BM au niveau de la pince dépend notable- 
ment des jeux prévus dans les couples cinématiques pour assurer un 
fonctionnement normal des articulations. Les jeux introduisent dans 
le système des petits déplacements supplémentaires et lui confè- 
rent une redondance motrice. Cette « redondance dans le petit » 
est éliminée « automatiquement », mais chaque fois d’une façon 
différente, suivant le tableau statique ou dynamique « dans le 
grand » dont il est absolument indispensable de tenir compte (ne 
serait-ce qu'approximativement) [42, 43, 65]. 

Si les conditions de chargement justifient une approche statique 
et si, en outre, on peut négliger le frottement dans les couples ciné- 
matiques en considérant que les liaisons qu'ils imposent sont par- 
faites, alors, connaissant les caractéristiques du jeu, on peut déter- 
miner la position réelle du BM et calculer l'erreur de position de la 
pince. Dans tous les autres cas, lorsqu'on est contraint de prendre en 
considération le tableau dynamique et de tenir compte du frotte- 
ment, le problème de précision dynamique ne se laisse résoudre que 
sous certaines hypothèses. La difficulté majeure provient de ce qu’en 
présence de plusieurs couples cinématiques, il se produit des chocs 
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dans les articulations, le mouvement du système n’est pas continu 
et ne se laisse pas « réglementer ». 

Une des approches permettant de tenir compte, ne serait-ce qu’ap- 
proximativement, de l’influence des jeux sur la précision du BM, 
consiste à représenter par des variables aléatoires les fonctions du 
temps inconnues, décrivant les petits déplacements dans les jeux. 
Au $ 6.3 on donne les estimations correspondantes pour déterminer 
l'erreur de positionnement de la pince d’un BM plan. 

Indiquons quelques particularités méthodiques de la construction 
des estimations de la précision des BM. Quelle que soit la source des 
erreurs de position (erreurs de commande, erreurs technologiques ou 
jeux), les erreurs primaires correspondantes seront toujours repré- 
sentées par des variables aléatoires indépendantes avec des lois de 
répartition connues. Aux $$ 6.3, 6.4, sont considérées comme don- 
nées : les valeurs moyennes (elles sont supposées nulles)et les varian- 
ces des erreurs primaires ; au $ 6.5 on suppose en outre que les lois 
de répartition de ces erreurs sont proches de la loi normale *). 

Ainsi donc, si les estimations des autres propriétés intrinsèques 
des BM décrivent des lois déterministes et si leur interprétation 
probabiliste ne rend compte que de la diversité des mouvements que 
le BM en question est destiné à réaliser, les estimations de la préci- 
sion sont probabilistes par la nature même du problème. 

Une autre particularité de l’analyse de la précision est liée aux 
opérations élémentaires utilisées. Dans le cas des propriétés intrin- 
sèques autres que la précision, les estimations décrivent les résul- 
tats des opérations élémentaires d'un certain type. L'analyse de la 
précision nécessite l’étude de différents types d'opérations élémen- 
taires suivant l'erreur résultante à étudier. Par exemple, on établit 
les estimations de la précision de positionnement à l’aide de l’opé- 
ration de positionnement; celles de la précision d'orientation, à 
l’aide de l'opération d'orientation (cf. $ 6.3); pour évaluer les er- 
reurs cinématiques (erreurs de vitesse et d'accélération de la pince), 
il faut utiliser les opérations élémentaires de déplacement et de dé- 
marrage. Autrement dit, on peut construire tout un spectre d'esti- 
mations de la précision caractérisant les erreurs de réalisation des 
opérations élémentaires correspondantes. Nous n'’allons nous arrêter 
que sur lesestimations de la précision du positionnement et de l’orien- 
tation. 

On trouvera dans (44, 116, 117] les méthodes de calcul des moyen- 
nes quadratiques des estimations des erreurs dont nous avons parlé. 
On peut utiliser ces estimations pour apprécier la précision des BM; 
nous en avons parlé au $ 6.1, où il était question des propriétés mé- 


*) Les méthodes de détermination des variances des erreurs primaires (ces 
méthodes peuvent être aussi bien expérimentales que théoriques) ne seront pas 
considérées ici. 
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caniques. Cependant, pour analyser les tâches motrices dans lesquel- 
les les erreurs ne peuvent dépasser certaines valeurs limites, il faut 
utiliser des opérations élémentaires spéciales de positionnement de 
précision et d'orientation de précision et élaborer à partir de ces opé- 
rations les estimations de la précision en tant que probabilité de 
réalisation de ces opérations ($ 6.5). Il est vrai que pour obtenir ces 
estimations, on aura à effectuer plus de calculs que dans le cas des 
moyennes quadratiques ; en revanche, elles permettent de mieux te- 
nir compte des exigences imposées à la précision des BM. 

Faisons une dernière remarque. Puisque les erreurs de position 
dont il sera question plus loin sont fonctions des petites erreurs 
primaires Aa, Aa;, A6;, As; des paramètres géométriques corres- 
pondants du mécanisme, l’analyse de la précision se ramène à l'étu- 
de des caractéristiques géométriques déterminées du BM. En même 
temps, cette analyse est fondée sur la construction des estimations de 
la précision pour des configurations particulières, ce qui n'est carac- 
téristique que des propriétés mécaniques (cf. $ 6.1). Nous voyons 
donc que la précision occupe, sur le plan méthodologique, une posi- 
tion intermédiaire entre les propriétés géométriques et mécaniques. 

Arrêtons-nous en conclusion sur les questions de la précision dy- 
namique qui constitue un des problèmes importants de la dynami- 
que des BM. Comme ces questions sortent du cadre du présent ouvra- 
ge, nous ne passerons en revue que les principales sources d’erreurs 
dynamiques des BM. 

Deux causes d'erreurs nous sont déjà connues: ce sont l’élasticité 
des éléments et les jeux des articulations. Leur effet se manifeste 
surtout sur le fond des sollicitations vibratoires qui soit font partie 
du processus technologique, soit en constituent un effet secondaire 
accompagnant inévitablement ce processus. 

Outre les causes d'erreurs reflétant des propriétés réelles et des 
particularités constructives du BM, il existe des erreurs « primaires » 
d'origine méthodologique qui proviennent de l'insuffisance de nos 
connaissances et de nos possibilités techniques. 

Pour effectuer le calcul dynamique du mouvement prescrit par 
le programme, il faut poser les équations différentielles de la dyna- 
mique et résoudre le problème inverse de la dynamique, à savoir: 
connaissant la loi de mouvement du système, chercher les efforts qui 
le sollicitent. Même si l’on suppose que les éléments du système sont 
absolument rigides et que l’on néglige l'influence des jeux, on n'ar- 
rive pas à annuler l'effet de toute une série de facteurs à cause des- 
quels la trajectoire réelle de la pince s’écarte de la trajectoire pro- 
grammée : 

a) les forces nécessaires pour assurer le mouvement programmé 
donné ne peuvent pas être reproduites avec précision par les moyens 
techniques engagés ; les propriétés intrinsèques réelles des actionneurs 
(électriques, pneumatiques, hydrauliques) exercent leur effet aussi 
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sur le tableau dynamique du mouvement et se font donc ressentir 
sur sa précision; 

b) la structure des équations dynamiques ne décrit qu'approxi- 
mativement les caractéristiques d’un système mécanique reel, y 
compris ses propriétés élastiques et dissipatives ; 

c) les valeurs des coefficients physiques intervenant dans les équa- 
tions dynamiques ne peuvent pas être déterminées avec précision; 
les coefficients de frottement, d'écoulement, de rétablissement de la 
vitesse après les chocs, etc., dépendent d’un grand nombre de facteurs 
déterminés par la construction du système et les conditions réel- 
les de son fonctionnement. 

Les particularités constructives du système (si l’on essaie d'en 
tenir compte), sa dimension élevée et les facteurs méthodologiques 
dont nous avons parlé diversifient l'éventail des problèmes de la 
dynamique des BM et compliquent considérablement leur solution 
(20, 29, 34, 80, 81, 88]. 


$ 6.3. Précision de positionnement d’un BM plan 


Soit un BM plan à trois couples de rotation (fig. 6.1). Les coor- 
données du point C de la pince s'expriment au moyen des longueurs 
de ses segments a; et des angles de rotation 6; comme suit: 


3 8 
a= À, ajcos(8,+ ...+06;), Sea D aysin(0,+...+0;). (3.1) 


Proposons-nous d'évaluer l’erreur de positionnement de la pince, 
consécutive à des erreurs technologiques et à des erreurs de comman- 
de. Parmi les erreurs technologi- 


ques, seules seront considérées les 

> erreurs Aa; des longueurs des seg- 

SP lp PE ments du BM. Les erreurs de posi- 
F tionnement de la pince provoquées 
AXe par les jeux dans les articulations 


des couples cinématiques seront 
examinées plus loin. 

Sans entrer dans le détail des 
nombreuses erreurs primaires qui 
sont responsables des erreurs de 
commande, nous allons représenter 

Fig. 6.1 leur effet sommaire suivant chacune 

des coordonnées généralisées du 

BM sous la forme des écarts angulaires A6;. A l'étape de l'étude d’un 
BM, les quantités Aa; et AB; doivent être supposées aléatoires, leurs 
caractéristiques étant définies par la technologie de fabrication du 
BM, par les propriétés des systèmes de commande et d'entraînement, 
ainsi que par les erreurs méthodologiques de programmation. Nous 


ei 


a 1 
D dr 35,+39,+ 0, 
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admettrons que les erreurs Aa; et A6; sont des erreurs primaires et 
qu'elles sont petites. : 

Sous l'effet des erreurs primaires, la pince du BM s’écarte de sa 
position théorique pour occuper une position xç: 


3 
re = 2, (a; + Aaj) cos [(6, + A6,) + ... +(6,+ A6;)], 


3 
2u= >, (a; + Aa;) sin [(8,+A6,)+ ... + (0;+ A6,)]. 


En nous limitant aux termes du premier ordre de petitesse, nous ob- 
tenons l'erreur de positionnement de la pince sous la forme sui- 
vante: 

3 
Azc= D (Aa) cos(8, +... +6;)— 


j=i 


3 
2 ay (A8, + ... + A6,) sin (8,+ ...+0,), 
J= 


3 (3.3) 
Azc:= À (Aa) sin (B,+ +6) + 
3 
+2, a (40+ ..… + 463) cos (8,+ ...+06,), 
ou, en écriture vectorielle, 
3 3 
Axc= 2, Ba;+2 648; (3.4) 


où l’on a désigné 
8 = ‘(cos (8, +... + 6,), sin (8, +... + 6,)), bi (—Zos Toi) 
Le = (Spa — Zon Toi — Zpi)s Os = (Tor — Zoe Tci — Zoi)- 

Nous voyons que le vecteur de l'erreur peut être représenté par 
une somme de six vecteurs constants (ne dépendant que de œ) affec- 
tés chacun d’un coefficient aléatoire. Pour une analyse plus détail- 
lée de Axs, il faut connaître les paramètres des lois de répartition 
des erreurs primaires Aa; et A6; 

Nous allons supposer: 1) que les erreurs primaires sont des va- 
riables aléatoires indépendantes ; 2) qu’elles ne dépendent pas de la 
configuration du BM considéré ; 3) qu’elles ont des moyennes nulles 

M (Aa;) = M (A8) =0 (3.5) 
et des variances connues que nous noterons 
02; = M (Aa;), où , = M (A6,)°. (3.6) 
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La première hypothèse est justifiée par la multiplicité de facteurs 
engendrant les erreurs primaires, leur faible corrélation et, le plus 
souvent, leur différente nature physique. 

La condition de la moyenne nulle (3.5) excluant les erreurs pri- 
maires systématiques est choisie uniquement pour simplifier les 
calculs. La condition (3.5) et lalinéarité de la relation (3.4) en- 
traînent l’absence d'erreurs systématiques de positionnement 


M (Axe) = 0. (3.7) 


Dans le cas général, M (Axc) est une combinaison linéaire de M (Aa;) 
et M (A6;). 

La matrice S, des seconds moments de répartition de l'erreur 
Axc (on l’appelle matrice de covariance) s'écrit 


Se= M (Axe ('Axc)) = 


3 
= 2 (Es (EN où,)+ 6 (En 8). 
(3.8) 


On s’est servi de (3.5) pour 
passer de (3.4) à (3.8). 

Dans l'hypothèse de l’in- 
dépendance des erreurs pri- 
maires, la matrice S, se re- 
présente par la somme des 
matrices de covariance pour 

Fig. 6.2 chacune des composantes figu- 

rant dans (3.4) et traduisant 

l'erreur primaire correspondante ; ces matrices sont proportionnelles 
aux variances des erreurs. Ainsi, l'effet des différentes erreurs pri- 
maires sur la précision du BM peut être étudié indépendamment. 

La somme des éléments occupant la diagonale principale de la 
matrice Sy est égale à l'erreur moyenne quadratique (variance) 6y 
de positionnement pour la configuration et se calcule compte tenu 
de (3.4): 

3 


0 = (Azc:)* + (Azce) = 2, (CE: + Éf2) où, + (Ci + Lie) oë,]= 


j= 
= 0, + 08, +08, + rhc08, + rhcoë, + 4208. (3.9) 


Voyons la relation (3.9) de plus près. La figure 6.2 montre l'effet 
des erreurs primaires, dont nous avons tenu compte, sur l'erreur 
résultante Ax.. Les erreurs Aa; des longueurs des éléments conser- 
vent leur valeur (puisque | ë; | = 1) et leur direction (qui est celle 
du vecteur &,) lors du transfert au point C, et pour cette raison les 
coefficients respectifs affectant les variances sont égaux à l'unité. 
Les erreurs de commande (elles sont figurées ici par des écarts angu- 
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laires A8;) provoquent des écarts du point C proportionnels aux dis- 
tances roc, rrc et a; de C jusqu'aux centres de rotation respectifs. 

La formule (3.9) décrit le résultat (la moyenne quadratique) de 
l'opération de positionnement au point x pour la configuration q. 
Pour une autre configuration du BM, la quantité 64 calculée au même 
point x sera différente. Comme il a été mentionné au $ 6.1. le résul- 
tat d'opérations élémentaires utilisées pour l’analyse des propriétés 
mécaniques dépend du choix de la configuration du BM. 

Prenons la moyenne quadratique 0% de l'écart de xç par rapport 
au point donné x pour estimation de la précision de positionnement 
dans la configuration q. Plus la quantité 0% est grande, plus la pré- 
cision de positionnement est mauvaise. Tout ce que nous avons dit 
des estimations R3 des propriétés mécaniques au $ 6.1 se rapporte 
entièrement à l'estimation 04. En particulier, en substituant 
o$ à Ro dans (1.1) et (1.4), nous obtenons la moyenne quadratique 
globale de la précision de positionnement 0° et l'estimation 04% 
de la précision au point x. 

Le calcul de l'estimation globale 0° implique l'intégration de la 
fonction oc par rapport à trois coordonnées généralisées 6;. Remar- 
quant que (3.9) ne comporte que deux variables roc et rc 
(cf. fig. 6.2): 


rPc = a + a + 2a4s cos 03, (3 10) 
roc = ai + rbc + 2a,[a, cos 8, + a, cos(6, + 6.)], ! 
on peut représenter (3.9) comme suit: 
Op = 05 + 24203 (0Ë + 82) COS O3 + 
+ 24,0%, [a, cos 6, + a; cos (8, + 6,)], 
où= (04, 0%, + 02) + 08, (a+ a+ a?) + o8, (a? + a?) +0,02. 
En portant cette expression dans (1.1), on trouve après intégration 
o2= 0% + 24,0%, (0, — 6,)"! {a, (sin 65 — sin 6;) + a, [cos (65 + 0!) + 
+ cos (0, + 6,)— cos (8, + 8,) — cos (8, + 6:)1 (0, —6,)"1} + 
+ 20,0, (06, + 08.) (sin 8, — sin 6,) (8, —6,)". 

On voit qu'il est possible de construire l’estimation globale o? 
de la précision sous la forme d’une fonction analytique des para- 
mètres géométriques du BM et des variances 0% s c6, des erreurs 
primaires. 

Pour établir l'estimation 04 de la précision de positionnement au 
point x, il faut, conformément au $ 6.1, prendre la moyenne de l’es- 
timation o4 suivant l’ensemble ®, des configurations avec xc = x. 
Dans le cas considéré, cet ensemble est uniparamétrique. En vertu 


de (3.9) et (3.10), la fonction 04 dépend, elle aussi, d’une seule va- 
riable 6, pour roc = | x | fixe. Par conséquent, il suffit de moyenni- 


15—0243 


(3.11) 
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ser 64 dans l'intervalle des valeurs admissibles de 6, (pour xc = x), 
en choisissant dans cet intervalle un pas de division et en calculant 
ensuite, à l’aide de la première relation (3.10) et de la condition 
rop = &, deux positions possibles du point P et les valeurs corres- 
pondantes de 6, et 6.. 

On remarquera que cet algorithme est analogue sous plusieurs 
rapports à l’algorithme du calcul de l’estimation de la maniabilité 
Q, du BM plan (cf. $ 5.2). La différence principale est la suivante: 
si le problème admet deux solutions de même orientation v, ces 
solutions figurent toutes les deux 
dans la somme (1.4) par leurs 
valeurs og. 

Reprenons maintenant le pro- 
blème d'optimisation de la valeur 
de l'estimation R4 sur l’ensem- 
ble ®,, posé au $ 6.1; dans le 
cas de la précision de position- 
nement, il sera formulé comme 
suit: trouver la configuration q 
qui minimise l'erreur moyenne 
quadratique 6% au point x de 
l'espace de travail. Dans notre 
cas, la solution est évidente: 

Fig. 6.3 étant donné que dans (3.9) seule 

la distance r-c dépend de g, 

la meilleure précision de positionnement est assurée par la confi- 
guration dans laquelle cette distance est minimale, c’est-à-dire que 
les points O, P et C doivent être alignés. Si une telle configuration 
n’existe pas ou si elle est incompatible avec les limitations de mobi- 
lité, on prendra pour optimale la configuration la « plus proche ». 

On voit sur la figure 6.3 les courbes de variation de rc en fonc- 
tion de 6, pour différents points xc = (roc, 0) avec & = a, = 3, 
a; = 1 en l’absence de limitations (l’angle 6, dans (3.10) est une 
fonction de 6,). On a évidemment toujours a, — as < rpc < 42 + 
+ as. c’est-à-dire que 4 < rhc < 16. 

Pour toutes les valeurs de roc, l'estimation 64 croît de façon 
monotone avec | 6, |, de sorte que la configuration optimale du point 
de vue de la précision de positionnement sera la configuration 
dans laquelle | 6, | admet la plus petite valeur possible ; la seule 
exception est constituée par le cas de roc = 0, où rpc — 3 indé- 
pendamment de 6,. Les configurations avec 6, = 0 (leurs points O, P 
et C sont alignés) assurent un positionnement précis pour roc < 1 
et 5 Lroc LT, avec rpe = (roc — 3). Pour 1 LrocL5,0ona 
min roc = 2, ce minimum étant réalisé pour min 6, > 0. 

Si la pince doit se déplacer suivant une courbe donnée, la motri- 
cité redondante du BM permet de choisir, pour chaque point de cette 
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courbe, une configuration qui’assure une erreur de positionnement 
minimale. Autrement dit, une analyse de l'estimation o$ nous per- 
met de composer les lois de commande du BM, optimales du point 
de vue de la réalisation de la tâche motrice. 

Tout en étant un cas particulier, l’exemple considéré de dépla- 
cement de la pince suivant une trajectoire donnée n’en illustre pas 
moins clairement l'approche générale de la solution de l’important 
problème pratique. Nous reprendrons cet exemple plus loin, dans 
un paragraphe où il sera question des estimations de la précision de 
positionnement suivant une direction donnée. 

Pour construire ces estimations, il faut, conformément au $ 6.1. 
déterminer la fonction 0° (, B) de deux variables vectorielles q et 
B. caractérisant l'erreur de positionnement dans la direction f. 
Choisissons pour fonction 0° la variance de la variable aléatoire égale 
au projeté du vecteur Ax. de l’erreur sur la direction f. Compte tenu 
de (3.7), (3.8), on trouve 


0 (p, B) = 4 (B Axc) ('AxcB) = 'BSB, (3.12) 


et donc 6° (g, B), de même que 6%, s'exprime à l’aide des éléments 
de la matrice de covariance $,. En portant dans (3.12) le développe- 
ment de S4 en une somme de matrices de covariance des erreurs pri- 
maires, on trouve 

3 


o?(q, B=i CBS) (EP) où, + (BG) CB) oû 1. (3.13) 


On notera que l’expression de 0° (, B) comporte les projetés sur 
la direction B des vecteurs &; et &; rendant compte de l'influence de 
chacune des erreurs primaires sur l'erreur résultante Axç. La contri- 
bution dans o° (y, B) de l’erreur Aa; est maximale lorsque l'élément 
correspondant du BM est parallèle à $ ; celle de l'erreur AB, est maxi- 
male lorsque le vecteur f est perpendiculaire au rayon mené du 
centre de rotation au point C. 

Pour l’analyse de la précision de déplacement de la pince suivant 
une trajectoire donnée, il est important de connaître les composantes 
de l'erreur Axe suivant différentes directions. Dans ce cas, il est 
utile de décomposer l'erreur résultante Axc en deux composantes, 
l’une normale Ax,, caractérisant l'écart du point C’ par rapport à 
la courbe donnée (on pourrait l’appeler erreur de suivi), et l’autre 
tangentielle Ax, qui caractérise l'écart du point C’ par rapport au 
point x dans la direction de déplacement de la pince au point x 
(on pourrait l'appeler irrégularité de suivi si l’on entend par régula- 
rité le suivi exact de la courbe x ({)). 

Par exemple, en connaissant les lois 8; (t) de variation des coor- 
données généralisées du BM assurant (sans tenir compte des erreurs 
primaires) le déplacement du point C suivant la courbe x ({) et en 


15 
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choisissant pour $ un vecteur unitaire perpendiculaire à x (£), on 
peut tirer de (3.13) l'erreur moyenne quadratique de suivi de la tra- 
jectoire en chacun de ses points. Ainsi, l’estimation o° (y, B) nous 
permet d'évaluer dans ce cas la largeur de la bande des trajectoires 
réelles dues aux erreurs primaires et de choisir, en utilisant la mo- 
tricité redondante, les lois de commande 8, ({) qui minimisent l’er- 
reur de suivi. 

La dernière des estimations mentionnées au $ 6.1, à savoir l’esti- 
mation o$ de la précision de positionnement dans la direction f, 
se calcule, conformément à (1.3), par l'intégration de o° (y, B) 
suivant l’espace de configurations D. Tout comme pour l'estimation 
0%, dans ce cas aussi l’intégration se fait analytiquement (cette ques- 
tion sera traitée en détail au $ 6.6). 

Un autre indice de précision d’un BM, outre l'erreur de position- 
nement, est l'erreur d'orientation, à savoir l'écart Av de la position 
angulaire réelle de l’élément mené (effecteur) par rapport à sa position 
théorique (cf. fig. 6.1). Pour l’exemple considéré, l'erreur 


Av = A6, + A6, + A6, (3.14) 


ne dépend pas des erreurs technologiques Aa;; on voit qu'elle est 
définie par la somme des erreurs de commande A8;. L'erreur moyenne 
quadratique d'orientation est égale à 


PE = Où + 06 + 08, (3.15) 


et est la même pour toutes les configurations du BM. Une analyse 
détaillée de la précision d'orientation est reportée au $ 6.6 où elle 
sera effectuée pour les BM tridimensionnels. 


$ 6.4. Influence des jeux des couples cinématiques 


Plus haut nous avons traité en détail des erreurs de positionne- 
ment d’un BM plan engendrées par des erreurs technologiques et 
des erreurs de commande. Voyons maintenant dans quelle mesure 
les jeux des couples cinématiques empirent la précision de position- 
nement du même BM plan. 

Le mouvement réciproque de deux éléments articulés avec un 
jeu est extrêmement complexe. Dans le cas général, il se compose de 
phases de mouvement successives où les éléments sont tantôt en 
contact (phase de mouvement conjoint), tantôt se déplacent indé- 
pendamment l’un de l’autre (phase de mouvement disjoint). Il peut 
ainsi arriver que les éléments d’un mécanisme plan effectuent « dans 
le petit » non pas des mouvements plans, mais des mouvements spa- 
tiaux. En outre, les contacts des éléments peuvent s'accompagner de 
chocs. A la fin du $ 6.2 nous avons évoqué les difficultés de l’analyse 
dynamique de systèmes comportant des jeux. 
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Les estimations probabilistes, qui caractérisent assez bien l’in- 
fluence des jeux sur la précision des BM, sont essentiellement fondées 
sur le fait que tous les petits mouvements supplémentaires, intro- 
duisant une indétermination dans la position réciproque des éléments 
articulés, s'effectuent dans les limites du jeu. Introduisons la no- 
tion d'erreurs primaires provoquées par les jeux. Notons-les Aw,; et 
faisons les hypothèses suivantes: 1) les déplacements des éléments 
d'un BM plan demeurent plans même en présence de jeux; 2) les 
erreurs Aw; des différents couples 
cinématiques sont indépendantes les 
unes des autres et des autres erreurs 
primaires. 

Si l’on néglige les jeux, la position 
réciproque des éléments d’un couple 
cinématique est définie par un para- 
mètre unique: c'est 8, pour un couple 
de rotation et s; pour un couple de 
translation. En présence des jeux, le 
déplacement réciproque des éléments 
dans l'intervalle de mouvement dis- 
joint devient, indéterminé « dans le 
petit » ; le couple cinématique acquiert 
deux degrés de mobilité de plus et son état se décrit, outre le 
paramètre principal @;, par trois erreurs primaires : le vecteur bidi- 
mensionnel Aw; et l’erreur de commande Aw;. 

Rappelons que les erreurs Aw; et A; sont supposées indépendan- 
tes. Les composantes du vecteur Aw;, elles, ne le sont pas, leurs va- 
leurs étant limitées ensemble par une seule condition décrivant les 
particularités de construction du jeu dans le couple cinématique. 

Nous allons nous limiter aux couples de rotation et supposer 
que le déplacement maximal 6; autorisé par le jeu est le même dans 
toutes les directions, c’est-à-dire que le jeu a une forme circulaire. 
Sans avoir recours à une analyse dynamique, on peut définir deux 
types d'erreurs primaires Aw;, suivant qu’on admet que les éléments 
d’une articulation se déplacent en contact ou non. 

Commençons par le cas d’un mouvement conjoint (fig. 6.4). Pour 
un tel mouvement, le vecteur de l'erreur Aw; a une valeur constante: 


Aw; = (ô, cos f, 6, sin $). (4.1) 


Si la direction 6 du vecteur de l'erreur est uniformément répartie 
dans l'intervalle | f | < x, alors, compte tenu des égalités 


2x 


= 
y 


2x .27 
sin? d=— Î cos? B df= +, Î sin B cos f df=0, 
0 0 
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la matrice de covariance pour le vecteur Aw; prend la forme 
1 10 
Sy=M(Aw;) (Aw)=+& (50). (4.2) 


Remarquons que pour les couples de rotation les erreurs Aw; 
s’additionnent directement sur la pince du BM, c'est-à-dire que la 
matrice S;se rajoute à des matrices de covariance générées par d’au- 
tres erreurs primaires ($ 6.3). 11 découle de la relation (4.2) que la 
« part» de l'erreur Aw; dans l'estimation 6% et dans l'estimation 
0° (œ, B), et donc dans d’autres estimations de positionnement, 
plus générales, est égale à 6. 

Dans le déplacement en l'absence de contact des éléments, le 
vecteur Aw; vérifie la seule contrainte 


| Aw; 1 65. (4.3) 


Puisque la variation de l’erreur Aw; avec le temps n’est pas con- 
nue, de même que dans le cas sans perte de contact, supposons que le 
vecteur aléatoire Aw; est uniformément réparti dans un disque de 
rayon 6; et cherchons la matrice de covariance. Utilisons à cette fin 


la formule 
IxS-ix = n + 2, (4.4) 


décrivant l'équation d’un ellipsoïde n-dimensionnel, dit ellipsoïde 
de dispersion, à l’aide de la matrice S de covariance d’un vecteur 
aléatoire uniformément réparti dans cet ellipsoïde. Dans notre cas, 
n= 2et l'équation (4.4) se rapporte à un cercle de rayon 6; et doit 
donc s’écrire comme suit 


+ (XI 5x) = 6 (ri +29) = 1. (4.5) 
On tire de (4.5) 
4 g/10 
S=+8(, NE (4.6) 


Confrontant (4.6) avec (4.2), on remarque que pour des interval- 
les de déplacement avec contact des éléments l'écart moyen quadra- 
tique est deux fois supérieur à celui des déplacements sans contact 
(dans l’hypothèse, bien sûr, de l’uniformité des répartitions corres- 
pondantes). Etant donné que les intervalles de déplacement avec et 
sans contact alternent, la « contribution » du jeu de forme circulaire 
dans l'erreur de positionnement résultante se situe entre deux valeurs 


calculées : 
65/2 < M | Aw; F < 6j. (4.7) 


Si, par un procédé quelconque (par simulation mathématique, 
par exemple), on arrive à évaluer la part des intervalles de mouve- 
ment sans contact, on prendra pour A | Awÿ | la moyenne pondérée 
des estimations 65/2 et 65. 
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Dans nos raisonnements précédents, nous avons supposé connue 
la valeur 6; du jeu dans le couple de rotation. Si les jeux sont incon- 
nus, il faut considérer 6; comme une variable aléatoire dont les li- 
mites de variation ne dépassent pas la tolérance fixée. On peut tenir 
compte de cette circonstance en remplaçant le paramètre 65 par sa 
valeur moyenne M6 calculée d'après la loi présumée de répartition 
de 6. 

L'unalses que nous venons d'exposer se laisse facilement généra- 
liser à des couples de rotation ayant une géométrie de jeu plus com- 
plexe par suite de l’usure. Par exemple, pour un jeu de forme ellipti- 
que, on peut généraliser la relation (4.1) et se servir directement de 
la formule (4.4) si l’on connaît l'équation de l'ellipse correspondante. 
Il est essentiel que les directions des axes de cette ellipse dépendent 
des angles de rotation des couples précédents. Pour cette raison, pour 
un jeu de forme elliptique, la part de l'erreur Aw; dans les estima- 
tions 0% et 0° (p, B) dépend de la configuration du BM, comme dans 
le cas des autres erreurs primaires. 

L'analyse de l'influence des jeux des couples de translation sur 
la précision du BM ne soulève pas de difficultés de principe. Le vec- 
teur Aw; de l'erreur primaire n’est plus homogène : l’une de ses coor- 
données est linéaire et caractérise le déplacement s’effectuant suivant 
la normale à l’axe du couple, l’autre est angulaire et décrit le « gau- 
chissement » réciproque de ses éléments. L'erreur résultante Axe de 
positionnement de la pince aura comme composante non pas le vec- 
teur Aw; (comme dans le cas d’un couple de rotation), mais une 
certaine fonction de ses coordonnées qui dépend d’une façon non li- 
néaire de l’angle de gauchissement. Ceci entraîne une complication 
du calcul des matrices de covariance pour l'erreur de positionnement 
de la pince dans les mouvements aussi bien sans qu’avec contact 
des éléments des couples de translation. 


$ 6.5. Positionnement avec une tolérance donnée 


Les estimations de la précision que nous avons construites aux 
paragraphes précédents et qui sont fondées sur l’erreur moyenne 
quadratique de positionnement permettent de comparer divers BM 
d’après leur précision (estimation 02), diverses configurations d’un 
même BM (estimation 0%), de choisir des zones et des directions 
préférables dans l’espace de travail. Nous en avons déjà parlé au 
$ 6.1 où il était question des propriétés mécaniques. Cependant, lors- 
qu’il s’agit des tâches motrices où les erreurs de positionnement 
(et les erreurs d'orientation) de la pince ne doivent pas dépasser une 
tolérance fixe e, ce qui est typique pour la plupart des processus 
technologiques, l’approche de l’analyse que nous venons d'exposer 
nécessite d’être développée. 

On tient compte de la tolérance en introduisant l'opération élé- 
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mentaire de positionnement précis: placer le point C de la pince du 
BM dans le e-voisinage du point x de l’espace de travail. Rappelons que 
l'opération élémentaire énoncée n’a de sens qu’en présence de diffé- 
rentes erreurs primaires dont l'effet conjoint introduit un décalage 
entre la position théorique et la position réelle de la pince. 

L'opération de positionnement précis permet de répartir les réali- 
sations du vecteur aléatoire Axç en deux groupes: les réalisations 
pour lesquelles l’écart reste inférieur à la tolérance donnée & (pour 
ce groupe l'opération de positionnement précis est considérée comme 
réussie), et les réalisations dépassant les limites de la tolérance. Vu 
que l'erreur de positionnement est aléatoire, l'opération de position- 
nement précis dans une configuration s'effectue avec une probabi- 
lité P4(e) telle que 0 < P, (e) < 1. Les opérations de positionne- 
ment et d'orientation que nous avons vues précédemment pouvaient 
soit être réalisées, soit ne pas être réalisées, c’est-à-dire que la pro- 
babilité correspondante ne prenait que deux valeurs limites: zéro 
ou unité. 

Choisissons la quantité P, (e) comme estimation caractérisant 
le résultat de l’exécution de l’opération de positionnement précis 
dans la configuration q avec une tolérance e. A la différence de 0%, 
cette estimation dépend du paramètre scalaire supplémentaire, à 
savoir la valeur de la tolérance e. Remarquons qu'on peut définir 
différemment le e-voisinage du point x, c’est-à-dire le domaine de la 
tolérance. Nous allons utiliser deux types de e-voisinages: 

1) un disque de rayon e donné par la condition [Axe | << & lors- 
que le vecteur de l’erreur Axe est limité dans toutes les directions 
par une même valeur, 

2) une bande de largeur & donnée par la eondition 


l'AxB1<e, (5-1) 


lorsque l'erreur n’est limitée que dans la direction du vecteur unitai- 
re B. Dans ce dernier cas, l'estimation correspondante P (y, B, €) 
représente la probabilité de positionnement avec la tolérance e dans 
la direction f *). 

Passant à la construction des estimations P (@, B, e) et P, (e), 
rappelons que pour le ealcul des moyennes quadratiques 0° (œ, B) 
et 0% nous n’avons utilisé que la matrice S, de covariance de l'erreur 
Axc. Pour calculer les estimations P (@, B, e) et P, (e), il faut se 
donner les densités de probabilité: unidimensionnelle p, (u) pour la 
variable aléatoire ‘AxcB 


P(p, Be)= | pitu)au (62) 
lue | 
*) Le ne de e-voisinage circulaire est utilisé principalement lorsque le BM 


est destiné à des opérations de transfert, le type bande, lorsqu'il a à effectuer des 
mouvements productifs. 
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et bidimensionnelle p, (%, us) pour l'erreur Axc 


Pe(e) = ( Po (Us U2) du, du,. (5.3) 
luj<e 


Une formule analogue à (5.2) sert à calculer la probabilité II, (e) 
d'orientation de la pince avec une tolérance e donnée dans la confi- 
guration @, à condition de définir comme suit l’opération élémentaire 
d'orientation précise de la pince: au point x de l’espace de travail 
orienter la pince dans la direction v avec une tolérance e. 

Vu la petitesse des erreurs primaires, les variables aléatoires 
Axc, ‘AxcB sont leurs fonctions linéaires à coefficients scalaires ou 
vectoriels (pour Axc). Les densités de probabilité recherchées 
P1 (u) et pe (&, u.) représentent donc ce qu’on appelle produit de 
convolution des densités de probabilité des erreurs primaires. I1 faut 
dire que le calcul des répartitions des erreurs primaires nécessite 
beaucoup plus de données qu'il n’en fallait pour calculer leurs va- 
riances, lesquelles ont été utilisées aux $$ 6.3, 6.4 pour la recherche 
des moyennes quadratiques des erreurs de précision. En outre, la 
procédure de construction du produit de convolution de plusieurs 
termes fait appel au calcul des intégrales multidimensionnelles et 
ne peut pas être utilisée dans les calculs pratiques. 

La seule exception est constituée par le cas où les composantes de 
la somme sont réparties suivant une loi normale. Leur somme suit 
alors, elle aussi, une loi normale définie par sa variance 0° (+, B) 
pour ‘Ax.f ou par la matrice de covariance S, pour Axc. L'hypothè- 
se de la loi de répartition normale des erreurs primaires est la plus 
naturelle et elle est largement admise en théorie de la précision, 
puisque la valeur de chaque erreur dépend de nombreux facteurs di- 
vers, et la répartition d’une somme d’un grand nombre de petits 
termes indépendants est toujours proche d’une loi normale en vertu 
du théorème limite central de la théorie des probabilités. Selon ce 
même théorème, les écarts inévitables entre la répartition réelle 
d'une erreur et la loi normale sont moindres pour l'erreur résultante 
que pour les erreurs primaires. 

La plus essentielle des différences entre les répartitions réelle 
et normale est la petitesse garantie des erreurs, tandis qu’une va- 
riable normale peut prendre des valeurs aussi grandes que l’on veut. 
Pour parer à cet inconvénient, on peut utiliser pour la description 
des érreurs primaires la loi normale « tronquée » à intervalle borné. 
Pourtant, étant donné que la somme des erreurs primaires se calcule 
d’après la formule linéarisée (3.4), il est possible de négliger les er- 
reurs de calcul supplémentaires liées au fait que les grandes erreurs 
de positionnement ont de petites probabilités de réalisation. Compte 
tenu de ces considérations, supposons que l'erreur résultante est ré- 
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partie suivant une loi normale 


- 2 - 
sp [7 sep] esp [7 tusqu)] 
Vo (y, P) 2n V det Sy 
Vu (5.4), la valeur de l'intégrale (5.2) se calcule à l’aide de la 


fonction des erreurs erf e tabulée pour la loi de répartition normale 
de variance unité 


Pi (u)= » Pe(u)= + (5.4) 


€ 
P(q, B, e)—erf rar ; erf Va 


u 
u=—7— | e-t“dt. (5.5) 
0 
Pour la répartition bidimensionnelle, l'intégrale (5.3) dépend uni- 
quement des valeurs des nombres caractéristiques de la matrice Se. 
Rappelons que les lignes de niveau de la répartition normale (5.4) 
représentent des ellipses dont les axes ont des directions données 
par les vecteurs caractéristiques de la matrice S,, tandis que les 
carrés des longueurs des demi-axes sont égaux aux nombres caracté- 
ristiques correspondants Ag: et Ay2. L'estimation P, (e) est invarian- 
te par la rotation des axes de ces ellipses, puisque l'intégrale de la 
densité p, (u) est prise dans le disque | u | e. En outre, P,4 (e) 
conserve sa valeur si l’on multiplie V Ag, V Age et € simultanément 
par un même nombre. On peut donc représenter P, (e) comme une 
fonction de deux paramètres adimensionnels 2% = }/ Ai/e, i = 4, 2. 
Les courbes pleines de la figure 6.5 sont des courbes de niveau 
de l'estimation P, (e) exprimée en fonction des variables adimen- 
sionnelles Àf: 


Pe(e)= PO, À) = 


= TE ff exp —-+ ()-+ (+) du,du,, (5.6) 
ful<1 


l'échelle logarithmique est choisie pour rendre les courbes plus sugges- 
tives. Si l’une des valeurs À << 0,25, alors P, (e) ne diffère prati- 
quement pas de la probabilité calculée pour une loi de répartition 
unidimensionnelle normale de variance À?, j Æ i, c’est-à-dire que 
les courbes de niveau de P, (8) deviennent perpendiculaires aux 
axes des coordonnées. 

Les courbes en traits interrompus de la figure 6.5 sont des courbes 
de niveau de l’estimation normée 0%/e°. Rappelons que 6% est égale 
à la somme des éléments diagonaux de S%, dite trace de la matrice, 
laquelle, comme on le sait, coïncide avec la somme des racines carac- 
téristiques de So: | 


Où = ei + Âge, Où/E = (A) + (AE. (5.7) 
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La figure 6.5 permet de voir la corrélation entre les valeurs de la 
probabilité P, (e) et de l'erreur moyenne quadratique 0%. A la 
différence de 0%, l'estimation P, (e) permet de tenir compte de l’ir- 
régularité de répartition de l'erreur suivant les différentes directions. 
Il est naturel de se demander dans lequel des deux cas limites (pour 
une même valeur de 6%) la probabilité P, (£) est maximale : lorsque 
la variance de l'erreur est la même dans toutes les directions (la 


log:X 


Fig. 6.5 


distribution dite circulaire avec Ag = Àg2) ou lorsque l’une des ra- 
cines À, est nulle, et la distribution de Axc dégénère alors en une 
distribution unidimensionnelle ? 

La figure 6.5 nous suggère que la réponse dépend de la valeur de 
0%/e°. Pour 0%/e° & 0,5, les courbes de niveau des deux estimations 
coïncident pratiquement, c'est-à-dire que P, (e) est proportionnelle 
à 0%. Pour 0%/e° << 0,5, l'estimation P,(e) croît de façon monotone 
le long des courbes de niveau de 64 au fur et à mesure du rapproche- 
ment de la loi de répartition circulaire (Ag — Àg2) pour laquelle la 
valeur de P, (e) est maximale. Pour 0%/e° > 0,5, l'estimation 
Pa (e) atteint sa valeur maximale pour une distribution unidimen- 
sionnelle de l’erreur. Lors de l'analyse de la précision, le plus grand 
intérêt pratique est présenté par le cas des faibles valeurs de 6%/e°, 
lorsque l’erreur moyenne quadratique est sensiblement inférieure à 
l’écart admissible et l'opération de positionnement précis s'effectue 
avec un degré de certitude élevé (par exemple, pour 04 << 0,5 e la 
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probabilité P, (e) de positionnement avec un écart e est approxima- 
tivement égale à 0,9 

On voit sur la fig. 6.5 que pour Àf >> 1/4 les courbes de niveau 

de P, (2) sont sensiblement voisines des arcs de cercle de centre au 

point Àf = À? — 1/4 (c'est pour mettre en évidence cette circons- 

tance qu'on a choisi l'échelle logarithmique; à l'échelle proportion- 

nelle, comme il ressort de (5.7), ce sont les courbes de niveau de l’es- 

timation o% qui seront figurées 

par des arcs de cercle). Ceci permet 

Le d'approcher P (M, A5), dans le 

domaine des Àf => 1/4, par une 

Po fonction d’une seule variable 2: 


P(Aï, 2) # P (à); = 
= V (log, 47)°+ (log. 4). (5.8) 


De L’allure de la fonction P (à) est 
montrée sur la figure 6.6. L’es- 
pace hachuré tient compte de la 
variation des valeurs de P (Af, À?) 
pour des À et À? correspondant 

x à un À fixe. Les valeurs de l’esti- 
mation (5.6) supérieures à 0,5 se 

: calculent d'après la formule (5.8) 

Fig. 6.6 d'approximation unidimensionnel- 
le avec une erreur inférieure à 

0,01. Cette précision suffit largement pour les calculs pratiques. 
Effectuons les calculs pour le BME de la figure 4.4, en nous limi- 

tant à des erreurs primaires de commande As,, As,, A6 dont les va- 

riances seront désignées par 0%, 0%, 03. Dans ce cas, 


TZ = (a + As) + L'cos (8 + AB), 
ZCx = (S2 + AS2) + l sin (6 + A6). (5.9) 


En linéarisant les fonctions de position (5.9), nous obtenons l’ex- 
pression de l’erreur résultante de position analogue à (3.4): 


Axc = 61 AS + Ge AS + 6s A6, 
E1 = “4, 0), Ga = (0, 1), (5.10) 
Ga = (—1 sin 8, L cos 6). 


0 2 4 


Passant maintenant à la formule (3.8), où il faut poser &; = 0, 
on trouve la matrice de covariance 


s de ei Po; sin?6 — sin 6 cos 0 
(0 0! +0 — sin 8 cos 8 cos? 8 }: (SH) 
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On voit que pour le BME d'erreur moyenne quadratique 0% est 
la même pour toutes les configurations: 
0% = 05 + 0% + loi. (5.12) 
Les estimations de la précision 0%, 0? acquièrent la même valeur 
indépendamment des contraintes de mobilité dans les couples ciné- 
matiques. Cherchons l'estimation de la précision 0° (æ, B) dans la 
direction B. Pour l'obtenir, il faut substituer dans (3.13) les valeurs 
des £; données par (5.10): 


o? (q, B) = of + oB3 + L* (B, sin 8 — B, cos 6)° 05. (5.13) 
Pour 0, = 0, l'estimation 0° (+, B) est minimale lorsque le vecteur 
B est parallèle au dernier élément du BM. Remarquons que ce ré- 
sultat est obtenu dans l'hypothèse qu’il n’y a pas d'erreur primaire 
Al; le vecteur de l'erreur ë = (A cos 6, Al sin 6) est toujours paral- 
lèle au dernier élément. 

Pour déterminer la probabilité P, (e) de positionnement avec un 
écart e, il faut chercher les racines À. et À, de l'équation caracté- 
ristique de S4: 

M — A (of + 05 + loi) + of0% + Loi (05 cos* 6 + 0% sin* 8) — 0, 
(5.14) 
d’où 
dp= ++ POE 
+ V/ L(0i+ 05 + Pot) — cioi— Pot (of cost + oisin?8). (5.15) 


Si 05 = 0°, alors (5.15) nous donne 


LE = oi + loi, Âge = 6 (5.16) 
indépendamment de la valeur de 6. En revenant à (5.13), on cons- 
tate que 

ln nae( B), os = ro (g, B), (5.17) 


c’est-à-dire que les racines EN de S, se confondent avec 
les valeurs extrémales de l'estimation o? (y, B), considérée comme 
fonction de la direction f, tandis que les vecteurs correspondants 
B1 et B. définissent les axes de l’ellipse de dispersion de l’erreur 
Axc. Si l’on décompose Axe selon les directions indiquées: 


Axc = Br + Ô,B:, (5.18) 


on voit alors que les quantités 6, et 6, sont indépendantes. L’éga- 
lité (5.17) et la décomposition (5.18) sont vraies pour tous les BM 
plans et se généralisent directement au cas tridimensionnel. 
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Traitons en conclusion encore une question directement liée au 
problème de réalisation de l’opération de positionnement précis. 
Parallèlement à l'estimation probabiliste P, (e) qui met à profit 
la répartition des erreurs primaires, il est possible de construire 
l'estimation « garantie » de l'erreur Axe basée sur les valeurs limites 
des erreurs primaires [44]. Une telle approche « déterministe » permet 
de connaître les valeurs limites de l'erreur de positionnement dans 
différentes directions. Nous omettrons d’effectuer ici l’analyse cor- 
respondante, étant donné qu'elle est pratiquement la même (au 
moins en ce qui concerne la sommation des erreurs de commande) 
que dans le cas de construction des vitesses limites de déplacement 
de la pince; cette analyse sera effectuée au $ 7.4 en rapport avec 
l'étude de la mobilité des BM. Le fait est que les vitesses p; de va- 
riation des coordonnées généralisées du BM interviennent dans la 
vitesse résultante de la pince avec les mêmes coefficients vectoriels 
&3 que les erreurs de commande Aw;. Précisons tout de suite que lors 
de l’analyse de la mobilité l’accent sera mis sur la rapidité de fonc- 
tionnement du BM. 


$ 6.6. Précision de positionnement des 
BM tridimensionnels 


Généralisons l’analyse de la précision de positionnement effectué 
au $ 6.3 au cas des BM tridimensionnels de structure arbitraire. 
Ecrivons les fonctions de position (4.3.12) sous la forme matricielle : 


Xc = A; CE Ah (les + es). (6.1) 


Rappelons que le procédé d'association de repères fixes aux élé- 
ments du BM que nous avons utilisé pour la déduction des équations 
(6.1) permet de décrire la position de toute chaîne cinématique tridi- 
mensionnelle, tout en tenant compte des erreurs de dimensions, de 
forme ou de position relative de ses éléments. L'analyse de la pré- 
cision se ramène en fait à une confrontation des équations (6.1) écrites 
pour une chaîne cinématique idéale et une chaîne réelle. 

On peut répartir toutes les perturbations virtuelles de position- 
des éléments du BM en deux groupes: on rapporte au premier groupe 
les perturbations définies par les accroissements Aa;, As;, Aa;, A6; 
des paramètres géométriques d'un BM idéal, les perturbations du 
deuxième groupe entraînent une variation de structure de la chaîne 
cinématique. Pour décrire ces dernières, il faut introduire dans 
l'équation (6.1) les matrices correspondantes. Vu la petitesse des 
erreurs primaires, ces matrices ne différeront presque pas de la ma- 
trice unité. 

Nous n’allons considérer que les perturbations du premier grou- 
pe, c'est-à-dire que nous allons tenir compte seulement des erreurs 
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primaires qui ne modifient pas,Ja structure de la chaîne cinématique 
du BM. Remarquons que les erreurs géométriques Aa;, As;, Aa;, 
A8; ne représentent plus des erreurs primaires du mécanisme HAÏ, 
mais certaines fonctions dépendant de plusieurs erreurs primaires. 

Restant toujours dans le cadre de la théorie linéaire de la pré- 
cision et supposant que les erreurs primaires sont petites, nous ne 
garderons que les termes du premier ordre de petitesse dans le dé- 
veloppement des relations fonctionnelles correspondantes et repré- 
senterons les perturbations Aa;, As;, Aa;, A6, sous la forme de com- 
binaisons linéaires des erreurs primaires. Les coefficients affectant 
les erreurs primaires dans ces développements caractérisent juste- 
ment l'influence de ces erreurs sur la précision du BM. 

Compte tenu des erreurs Aa, As;, Aa;, AB;. l'erreur résultante de 
positionnement Axe s'écrit 


Axe = A, .…. Àj-494;j4 j+1 .. An (le; +e,) +(4e:) Al= 
= 


2 (BaAa+ 8, As5+ Ba Aa;+ 0 A6) + EAI, (6.2) 


94; 04; ôÀ; 9Àj 
da) Aa Bt, Aaj+ A6;. 


On voit que Ax. représente la somme de 4 + 1 vecteurs 8; multi- 
pliés par les erreurs primaires correspondantes. Les éléments des 
matrices 04 ;/0a;, 0A ;/ôs;, 0A ;/0a, et 0A;/68; intervenant dans (6.2} 
sont les dérivées partielles des éléments correspondants de À; (cf. 
(4.3.5)). Les dernières lignes des matrices indiquées sont composées 
d'éléments nuls; par conséquent, les derniers éléments des vecteurs 
&, Axe sont toujours nuls. Cette circonstance nous permet de traiter 
les vecteurs en question comme des vecteurs tridimensionnels, pour 
obtenir la matrice de covariance S, du vecteur aléatoire tridimen- 
sionnel de l’erreur de positionnement: 


AA;= 


So= À, lEny (En) 0h, + Es, (En) Of, + En, (6e) 08, + 
+$o, ('£o,) oÿ | +E('E)oi, (6.3) 


où o°; sont comme auparavant les variances des erreurs primaires. 
On peut écrire la relation (6.3) sous une forme matricielle plus com- 
pacte. A cet effet, introduisons les matrices F,, F,, F, et Fe de type 
(3, n) dont les j-ièmes colonnes sont des vecteurs correspondants &.;, 
ainsi que les matrices diagonales S,, S,, S,, So d'ordre n dont les 
éléments diagonaux sont égaux aux variances des erreurs primaires 
correspondantes. Chacune des sommes des matrices de covariance 
pour des erreurs primaires de même type s'exprime par un produit 
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matriciel unique 
Se TT FaS a (F,) + F8; (FF,) + FES a (Fe) + FsSe (Fe) + 
+ à (Br) of. (6.4) 


Tout comme dans le cas plan, l'erreur moyenne quadratique de 
positionnement 0% est égale à la trace de la matrice de covariance S,, : 


où = Tr (Se) = 
= À (ho bo,08, + 880,08, + En Éa0Ë + ‘Bo bo,08,) + 'Eubrot. (6.5) 


Cette formule diffère de (6.3) par le fait que les vecteurs £.; et 
t£.; échangent leur place, de sorte que leur produit n'est plus une 
matrice mais un scalaire. L'erreur moyenne quadratique 0° (@, f) 
de positionnement dans la direction B est toujours donnée par la re- 
lation (3.12). 

Les quantités ‘&.;ë., (les coefficients de pondération affectant les 
variances des erreurs primaires) de (6.5) sont recherchées à partir de 
considérations géométriques simples. Etant donné que les paramè- 
tres a;, sy, L décrivent les translations des repères attachés aux élé- 
ments adjacents, à chacune des erreurs primaires Aa;, As; et Al 
correspond la composante vectorielle de l’erreur résultante Axe, 
égale en valeur absolue à l'erreur primaire qui en est la cause 


(Bo Boy = ‘Bb = "Bb j=1, ..., n. (6.6) 


Les paramètres a&;, 6, décrivent des rotations autour des axes de 
coordonnées z; et z,_.,. Pour cette raison, leurs coefficients de pondé- 
ration ‘£, E ; et ‘Es 550 r sont égaux aux carrés des rayons de rotation 


correspondants, i.e. aux carrés des distances r, ,etr,, , du point C 
aux axes respectifs. La relation (6.5) prend donc Îa forme 
n 
ce À (oè,+ oi +réoë, rt, ,0b)+ oi, (6.7) 
analogue à la formule (3.9) pour un BM plan. Les rayons r,,r, fi 
se calculent à l’aide des vecteurs À; ... À, (le; + e,) décrivant :- 
les coordonnées du point C dans le j-ième repère. 

Soulignons que la matrice de covariance S, caractérise d’une 
façon assez exhaustive la répartition des erreurs de positionnement 
pour la configuration q. Si l’on admet que la loi de probabilité de 
cette erreur est proche de la loi normale (cette admission a été dis- 
cutée en détail au $ 6.5), on peut prendre la loi de répartition nor- 
male de matrice de covariance égale à S, en guise de loi approchant 
la loi de répartition inconnue du vecteur aléatoire Axc. Pour cette 
loi normale d’approximation, les surfaces de même niveau sont des 
ellipsoïdes; il vient naturellement à l'esprit d'appeler ellipsoïde 
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de l'erreur de positionnement du BM pour la configuration œ l’un 
de ces ellipsoïdes qui correspônd à l'intervalle de confiance suffi- 
sant (par exemple, contenant le vecteur erreur Axç avec une proba- 
bilité égale à 0,95 ou 0,98). En ce qui concerne l’erreur de position- 
nement de la pince dans une direction donnée f, cette variable alé- 
atoire sera évaluée, tout comme pour des BM plans, par la variance 
du projeté du vecteur Axe sur la direction $, variance qui se définit 
comme auparavant par la relation (3.12). Il est évident que le grand 
et le petit axe de l’ellipsoïde de l'erreur définissent les directions 
dans lesquelles l’estimation en question atteint respectivement son 
maximum et son minimum. 

S'il faut assurer à la pince le suivi d'une trajectoire donnée, la 
composante Ax, de l'erreur de positionnement au point x, normale 
à la trajectoire, sera un vecteur et non un scalaire comme dans le 
cas plan. Par conséquent, pour évaluer l'écart du suivi de trajectoire, 
il faut chercher la matrice de covariance du vecteur aléatoire bidi- 
mensionnel Ax,. 

Soit e le vecteur unitaire tangent à la courbe au point x. La com- 
posante normale s'écrit alors 


Axn = Axc — (‘e Axc)e. 


Pour simplifier l'expression de la matrice de covariance de l’'er- 
reur Ax,, introduisons un nouveau repère dont l'axe x’ est dirigé 
suivant le vecteur e. Considérant la matrice B. de passage au nouveau 
système de coordonnées comme connue, écrivons dans ce système la 
matrice de covariance S4 (e); cette matrice définit les moments d’or- 
dre deux du projeté du vecteur erreur Axe sur le plan perpendicu- 
laire à la courbe donnée au point x. Ecrivons le vecteur Axe dans ce 
nouveau système de coordonnées : 


000 
Ax,=B,Ax,=E;BiAxe, E,=| 0 1 0 |. (6.8) 
001 
Compte tenu de (6.8), on trouve 
Se (e) = M (Axa) (Axe) = M (E1B1 Axc) (‘(E1Br Axc)) = 
= E,B:Se (‘B:) E;, (6.9) 
c'est-à-dire que S, (e) coïncide avec le mineur correspondant de la 
matrice S4 définie par rapport au nouveau système de coordonnées. 
La matrice S, (e) permet de déterminer aussi bien l'écart quadrati- 
que moyen du point C par rapport à la trajectoire donnée que la 
probabilité de l’appartenance de cet écart à l'intervalle de confiance 


donné. Dans ce dernier cas, on peut se servir directement des rela- 
tions du $ 6.5. 
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Si l'on veut passer des estimations 0% et 0° (q. B) de la précision 
de positionnement du BM dans la configuration q aux estimations 
globales 0°, oÿ, il faut effectuer des moyennisations suivant l’espace 
de configurations ®. Puisque les quantités 0%, 0° (æ, B) dépendent li- 
néairement des éléments de S, (cf. (6.5) et (3.12)), il suffit de moyen- 
niser la matrice de covariance 

1 ? : 
S=+ | us \ sde (6.10) 


et de porter S à la place de S4 dans les formules (6.5) et (3.12): 
= TrS, of = ‘BSB. (6.11} 


On peut intégrer (6.10) soit directement, en calculant pour chaque 
vecteur œ tous les £.; dans (6.3), soit en cherchant les primitives 
dans (6.10). Le premier procédé de calcul de (6.10) est évident. Quant 
au second, il mérite qu'on s'y arrête en détail. 

Considérons. pour fixer les idées, le dernier terme de (6.3): 


By (Er) 05 = (Ai. Anes) ('(Aa +. Anes)) 0 = 
= {41... Ana ânes (es) (Ann +. ‘Ai ot. (6.12) 


Il est évident que pour l'intégration suivant la #-ième coordonnée 
généralisée, on peut considérer comme constantes toutes les matri- 
ces, sauf celle qui est comprise entre crochets. Dans notre cas (j = n), 
tous les éléments de la matrice e, (‘es) séparant À, et ‘A, sont nuls 
excepté un. Dans le cas général d’un j arbitraire, le problème con- 
siste à rechercher une matrice 

LE 
Bya=(r— 9 | 438, (45) des (6.13) 
9j 
où les éléments de B; sont indépendants des ;. 

Deux cas sont à considérer. Si le j-ième couple cinématique est 
un couple de translation, on représente AÀ;, tout comme au $ 4.8, 
sous la forme 

A; = Aÿsj + À;, (6.14) 


en supposant que les éléments de À, A; ne dépendent pas des s; 
(4; ne diffère de À; que par l’élément a4, et tous les éléments de 
A;, sauf as, sont nuls). On a évidemment 
AB; (A5) = AjB; (A5) $ + [45B; (Ai) + 

+ 45B; (45) s; + A5B; (45); (6.15) 


$ 66] PRÉCISION DE POSITIONNEMENT DES BM TRIDIMENSIONNELS 243 
en portant cette expression dans (6.13), on trouve après intégration : 
Bin = + 4jB; (4) (sf + sis + 5) + 

++ 1458; (145) + 45B; (A1 (55455) +458; (45). (6.16) 


Cette formule est une relation de récurrence permettant de calcu- 
ler B;_, d'après B; dans le cas où le j-ième couple est un couple de 
translation. 

Si le j-ième couple est un couple de rotation, on utilise le déve- 
loppement 


A; = À; sin 6; + À; cos 0; + 4°, (6.17) 


où chacune des matrices A, Aj et A5’ comporte quatre éléments non 
nuls. Au lieu de (6.15) on a dans ce cas la relation 


AB; ('A;) = A5B;, (‘A5) sin° 6, + A45B, (!A5) cos? 0, + 
+ LA5B; (45) + A5B; (‘A5)] sin 8; cos 6; + [45B; (A5) + 
+ AB; (!A5)] sin 6; + [A3B, (*A7) + A5°B; (‘45)] cos 6, + 
+ AÿB;(‘A;), (6.18) 


laquelle nous fournit sans peine la primitive par rapport à la va- 
riable 6;. 

On peut utiliser les formules de récurrence obtenues dans l’algo- 
rithme d'intégration successive par rapport à chacune des coordon- 
nées généralisées. A l’aide d'un algorithme de ce genre et en utili- 
sant en guise de « condition initiale » la matrice B, = e, (‘e:), on 
obtient après une intégration »-uple, la composante de la matrice S 
correspondant au dernier terme moyennisé de (6.3). 

On peut calculer de cette façon tous les autres termes de S, à 
condition de ne pas oublier de remplacer l’une des matrices À; par 
sa dérivée partielle. Si le j-ième couple est un couple de translation, 
la dérivée 04 ;/ôs; ne dépend pas de s; et l’on n’a pas besoin de re- 
chercher la moyenne sur s;. Si le j-ième couple est un couple de ro- 
tation, la dérivée partielle 94 ;/66; dans (6.2) prend la forme 


04/08; = À; cos 8, — A; sin 6,, (6.19) 


: il faut modifier en conséquence les coefficients matriciels dans 
(6.17). 

Remarquons également qu'il est possible de réduire considérable- 
ment le volume des calculs nécessaires à la recherche de S si, au 
lieu de déterminer chaque terme séparément, on fait leur somme en 
additionnant à chaque passage de j à j — 1 les termes de variances 
correspondantes. Il est vrai qu’en économisant sur le volume des cal- 
culs, nous nous privons de la possibilité d'analyser la « contribu- 
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tion » de chacune deserreurs primaires dans la matrice de covariance 
S moyennisée. 

Faisons quelques remarques concernant la précision d'orientation 
des BM tridimensionnels. Compte tenu des erreurs primaires, le 
vecteur v’ d'orientation s’écrit sous la forme (cf. (5.4.1)): 


v" = (41 + A4;) ... (4n + Ad,)e,s = v + Av, 


Av=Y À, srêie Aj- 4j; . .. Ane3 = 


= À Cayo) + b,5; + La Aay+-bo,40). (6.20) 


On construit ici $&.; tout comme £.; dans (6.2), en décomposant la 
matrice AA; en termes correspondant chacun à une erreur primaire. 

L'erreur scalaire An sera définie comme l'angle que font entre 
eux les vecteurs unitaires v et v’ : 


sin (+ An)=+ JAvI. (6.21) 


La non-linéarité de la relation (6.21) complique l’analyse ulté- 
rieure du problème. Cependant, vu la petitesse de l'erreur d'orien- 
tation, on peut remplacer (6.21) par une relation approchée *) 


An = | Av|, (6.22) 


d'où l’on tire l'expression de l’erreur moyenne quadratique d’orien- 
tation 


pè= M (An) = A ('AvAv) = ('Éajba Où, + “Ds bs,03, + 
a ba ba Où, Su Bo,bo,06,). (6.23) 


Il ressort de la confrontation des expressions (6.23) et (6.5) que 
les formules des erreurs moyennes quadratiques d'orientation p4 et 
de positionnement 0% sont parfaitement identiques, bien que l’er- 
reur Axe soit un vecteur tridimensionnel et l'erreur Any, une variable 
aléatoire. | 

Cependant, si lors du calcul de l’erreur moyenne quadratique de 
positionnement 0%, les variances 0, et 0%; s'additionnent confor- 
mément à (6.6), l'erreur p4 ne dépend pas du tout des variances 
oä, et 0$;, puisque, comme il est facile de montrer, 


Lay = by = 0. (6.24) 


*) Il est facile d'évaluer l'erreur qu'entraîne le remplacement de (6.21) 
par (6.22). Ainsi, pour des valeurs An < 0,8, i.e. pour des angles allant jus- 
qu’à x/4, cette erreur est notoirement inférieure à 2 %. 
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En effet, du fait que la derniére coordonnée du vecteur e, est nulle 
découle que la dernière coordonnée du vecteur 4;+, ... A,e, est 
nulle aussi. D'autre part, conformément à (4.3.5), dans les matrices 
0A ;/8a; et 9A ;/8s;, sont nuls les éléments des trois premières colon- 
nes. Par conséquent, 


84; 
da; 


04 
Aj+1 .. Ahe3 = LT Aju .. Anez3 = 0, (6.25) 


d’où découle directement (6.24). La relation (6.24) exprime le fait 
évident que les erreurs primaires responsables des translations des 
référentiels n’ont aucune influence sur l'erreur de positionnement de 
la pince. 


$ 6.7. De la caractéristique de « répétibilité » des BM. 
Problème inverse de la précision de positionnement 


Jusqu'à présent, lors de l’analyse de la précision. nous avons abor- 
dé d’un même point de vue les erreurs primaires de deux types: les 
erreurs technologiques de fabrication et d'assemblage des BM et les 
erreurs de commande. Nous avons déjà dit qu’une telle approche est 
parfaitement justifiée si l’on étudie la précision d’un lot de robots. 
En même temps, pour un robot industriel concret, les erreurs techno- 
logiques sont des grandeurs constantes et la somme dans le second 
membre de (6.2) correspondant à ces erreurs représente la composante 
systématique de l'erreur de positionnement. La somme des autres n 
termes liés aux erreurs de commande constitue la partie aléatoire 
de l’erreur de positionnement. 

Nous allons discuter les questions d'évaluation expérimentale des 
deux composantes de l’erreur de positionnement sans nous arrêter sur 
les méthodes de mesure des erreurs de positionnement des robots 
industriels. Supposons tout d’abord qu’il est possible de négliger les 
déformations élastiques du BM sous l'effet de la pesanteur (la 
composante correspondante de l'erreur de positionnement a un ca- 
ractère systématique et peut être calculée d’après les relations du 
$ 8.1, où est analysée la compliance des BM sous l'effet de la pesan- 
teur). 

Réitérons l'opération de positionnement de la pince d’un BM en 
un certain point x et mesurons pour chaque opération les coordon- 
nées du point xc. Le vecteur Axe des valeurs moyennes des erreurs 
mesurées représente la composante systématique de l'erreur de posi- 
tionnement dans la configuration donnée œ; le rayon de la « zone 
de dispersion » du point xç caractérise la composante aléatoire de 
cette erreur. 

Le volume de la zone de dispersion du point xç sert souvent de 
caractéristique de ce qu’on appelle propriété répétitive ou répétibi- 
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lité du BM. En fait, la répétibilité est une estimation quantitative 
de la composante aléatoire de Axe due aux erreurs de commande. Il 
découle donc des considérations exposées que 1) la forme de la zone 
de dispersion du point xc doit être autre qu’une sphère, les disper- 
sions dans différentes directions n'étant pas identiques ; 2) le volume 
de la zone de dispersion et donc la valeur de la répétibilité peuvent 
s'avérer différents pour différentes configurations du BM; 3) enfin 
sans une étude expérimentale préliminaire, on ne peut pas négliger 
la dépendance éventuelle des erreurs de commande, et donc de la 
valeur de la répétibilité, du mode de mouvement utilisé pour effec- 
tuer l'opération de positionnement du BM. 

Supposons maintenant que nous avons déterminé expérimentale- 


ment, d’une façon quelconque, le vecteur Ax, de la composante systé- 
matique de l’erreur de positionnement pour différentes configurations 
du BM. On peut alors utiliser les équations linéaires (6.2), reliant 
les erreurs primaires à l'erreur résultante Axe, pour la résolution du 
problème que nous appellerons problème inverse de précision, par 
analogie avec les problèmes inverses de positionnement et d'’orienta- 
tion. Le problème consiste en la reconstitution des valeurs des erreurs 
technologiques intervenant dans (6.2) d’après les composantes sys- 
tématiques mesurées Axe. des erreurs de positionnement. 

Le nombre d'équations scalaires indépendantes nécessaires à la 
résolution du problème inverse de positionnement est égal au nombre 


des erreurs technologiques prises en compte. Chaque vecteur Axc 
mesuré fournit trois équations indépendantes. Il ne faut pas oublier 
que pour le problème inverse de précision les différents vecteurs 
Axe doivent être mesurés pour des configurations g sensiblement dif- 
férentes, sinon le système d'équations obtenues sera mal conditionné. 

Nous avons supposé plus haut que les valeurs moyennes des er- 
reurs de commande sont nulles et n’apportent aucune contribution 
à la composante systématique Axe de l'erreur. Si ces valeurs moyen- 
nes dtifèrent de zéro, maïs ne dépendent pas de la configuration q 
et peuvent donc être considérées comme des paramètres constants du 
BM, elles peuvent être tirées du même système d'équations (6.2); 
il suffit d'augmenter d’une façon appropriée le nombre des vecteurs 
Axc mesurés. 

On peut utiliser d’une façon analogue la dépendance linéaire des 
variances des coordonnées du vecteur erreur Axc par rapport aux 
variances des erreurs de commande, dépendance donnée par la rela- 
tion (6.3). Après avoir mesuré les premières variances d'après les 
résultats de positionnements réitérés de la pince pour un nombre suf- 
fisant de configurations, on peut calculer les variances 04, des erreurs 
de commande (toujours dans l'hypothèse que les quantités 63; ne 
dépendent ni de q, ni du mode d’exécution de l'opération de posi- 
tionnement). 
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Notons que les équations (6.2) ne permettent pas de calculer di- 
rectement (d'après les résultats de la mesure de l'erreur systémati- 
que) les valeurs A; des déformations élastiques de l’actionneur, 
dues à la compliance du BM à la pesanteur, car ces déformations dé- 
pendent de la configuration q. Cependant, on peut se servir des rela- 
tions linéaires (8.1.15) qui donnent les déformations élastiques en 
fonction des rigidités constantes k;; en portant ces relations dans le 
second membre de (6.2), on obtient un système d'équations dont on 
tire, outre les erreurs technologiques, les valeurs des rigidités des 
actionneurs des BM. 

Supposons maintenant que les valeurs des erreurs technologiques 
pour un BM concret nous sont connues. Comment peut-on tenir com- 
pte de cette information dans la gestion du mouvement du BM? 
Si l’on porte directement les valeurs exactes trouvées pour les para- 
mètres géométriques du BM dans l'équation matricielle (6.1), on 
peut préciser la position et l'orientation de la pince pour toute con- 
figuration ç. Pourtant, la résolution des problèmes inverses de posi- 
tionnement et d'orientation à l’aide de l'équation « précisée » (6.1) 
n’est pas chose facile, étant donné que l'introduction d'erreurs tech- 
nologiques dans la chaîne cinématique « idéale » du BM conduit à 
la structure spatiale de la chaîne de forme la plus générale. 

Il serait approprié de mettre à profit ici le fait que les erreurs 
technologiques sont petites et d'élaborer non pas les solutions mé- 
mes du problème inverse, mais de petites corrections à apporter aux 
solutions « génériques » trouvées pour la chaîne cinématique idéale. 
En écrivant l'équation (6.1) sous la forme « perturbée », c'est-à- 
dire en passant aux équations linéarisées (6.2) et (6.20) et en posant 
dans ces équations Axç = 0, Av = 0, on obtient un système d'équa- 
tions linéaires par rapport aux inconnues Aw;. Sa solution sera pré- 
cisément la solution exacte du problème d'orientation, lorsque l’ef- 
fet des erreurs technologiques est neutralisé par les variations supplé- 
mentaires Açy dans l'hypothèse qu'il n’v a pas d'erreurs de com- 
mande. 

Pour clore ce chapitre, disons quelques mots des erreurs cinéma- 
tiques du BM qui sont en fait des erreurs de réalisation des vitesses 
et accélérations données. De même que l'analyse de la précision de 
positionnement et d'orientation complète en quelque sorte l'étude 
des propriétés géométriques du BM, à savoir sa portée et sa maniabi- 
lité, de même l'analyse des erreurs cinématiques constitue une 
certaine étape dans l'étude de ses propriétés cinématiques (sa mobili- 
té et sa reprise). 

Les propriétés cinématiques du BM sont l'objet du chapitre sui- 
vant. Le volume restreint du livre ne nous permet pas de nous arré- 
ter sur les erreurs cinématiques. Disons seulement que l'analyse de 
la précision cinématique, tout comme celle de la précision « géo- 
métrique », peut être effectuée à l’aide des relations linéaires établis 
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sant le lien entre les erreurs primaires et l'erreur cinématique ré- 
sultante. 
La seule différence réside dans le nombre d'erreurs primaires. 


Ainsi, l'erreur de vitesse Axç représente une somme de termes vecto- 
riels, dont une partie est proportionnelle aux erreurs primaires que 
nous avons vues dans ce chapitre (ces termes définissent dans leur 
ensemble l’erreur de vitesse due à l'écart entre la configuration réelle 
du BM et la configuration idéale), tandis que les termes restants sont 


proportionnels aux erreurs A; des vitesses généralisées qu’on pour- 
rait appeler erreurs primaires du second ordre. 

Etant donné que du nombre des erreurs primaires prises en com- 
pte dépendent seulement les caractéristiques quantitatives de la 
précision et non pas la méthode de leur calcul, on peut appliquer 


à l'analyse de l'erreur de vitesse AXc aussi bien les estimations éta- 
blies plus haut pour la précision de positionnement, que les méthodes 
de calcul de ces estimations. 


D'une façon analogue, pour analyser l’erreur d’accélération Axe, 
il suffit de considérer accessoirement les erreurs primaires Ag; et 


de développer Axe en la somme vectorielle de toutes les erreurs pri- 
maires, après quoi on peut appliquer la méthode dont nous nous 
sommes servi pour l’analvyse de la précision. 


CHAPITRE 7 


PROPRIÉTÉS CINÉMATIQUES DES BM : 
MOBILITÉ ET REPRISE 


$ 7.1. Mobilité d’un manipulateur plan 
à quatre éléments 


Nous avons montré lors de l'analyse de la précision des BM 
qu'’étant donnée une trajectoire de déplacement de la pince. on peut 
associer à chacun de ses points une configuration du BM optimale 
du point de vue de la précision. L’ensemble de ces configurations 
détermine la loi de commande optimale du point de vue de la pré- 
cision. Il reste encore un paramètre libre, puisque la donnée de læ 
trajectoire du mouvement de la pince laisse la liberté de choisir 
sa vitesse de déplacement suivant cette trajectoire, et la précision de 
positionnement de la pince n'est pas liée à sa vitesse de déplacement. 
(si l'on ne tient pas compte des effets dynamiques). 

Supposons maintenant données non seulement la trajectoire, 
mais aussi la loi x ({) de mouvement de la pince, donc la vitesse 


x (t) et l'accélération x (t). Si la loi de commande est toujours définie 
à partir de l’ensemble q (t) des configurations optimales du point de 
vue de la précision, il peut s'avérer que les valeurs demandées des 


vitesses @ (£) de variation des coordonnées généralisées sortent des 
limites des possibilités du sous-système d'actionneurs. Une situation 
pareille peut se présenter lors de la réalisation de tâches autres que 
la construction d’un mouvement optimal du point de vue de la pré- 
cision. Les vitesses inévitablement limitées que développent les. 
actionneurs réels ne peuvent pas en principe assurer les lois « arbi- 
traires » de mouvement de la pince, même si l’on utilise tout l'espa- 
ce de configurations du système sans imposer de conditions de pré- 
cision. Nous sommes ainsi amenés à considérer la mobilité d'un BM 
comme une propriété mécanique indépendante qui caractérise la ra- 
pidité de ses déplacements. Il sera montré plus bas qué la redondan- 
ce motrice du BM peut être utilisée pour la mise en valeur de toutes 
ses possibilités motrices lors de la construction de ses mouvements, 
au détriment, bien entendu, de la précision. En général, la prise en 
compte de chaque nouvelle propriété mécanique du BM lors du 
choix du mode de commande pose le problème de la recherche d’un 
compromis qui puisse assurer la réalisation de la tâche motrice 
assignée. 
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La mobilité est caractérisée par les vitesses admissibles de dépla- 
cement de la pince dans l’espace de travail ; il lui correspond l'opé- 
ration de déplacement élémentaire suivante: assurer au point C de 
la pince le vecteur vitesse v — (v,, v,, v;) au point donné x. Tout comme 
dans le cas des autres propriétés intrinsèques du BM, nous voulons 
connaître les moyennes des estimations de la mobilité décrivant 
tout l’ensemble des opérations de déplacement réalisables (pour une 
configuration donnée œ, dans une direction donnée f, etc.), ainsi 
que la possibilité de réalisation des différentes opérations élémen- 
taires. Les contraintes qui sont imposées plus bas aux vecteurs v sont 
dues aux valeurs limites admissibles des vitesses de variation des 
coordonnées généralisées réalisables avec des actionneurs aux carac- 
téristiques données. Autrement dit, on suppose que 


P< Pi < Pir (1.1) 
où Pi ç; sont les vitesses limites des actionneurs (en général, q; < 


< 0 < y). 
La vitesse résultante de déplacement de la pince représente la 


somme des vitesses généralisées p;, tout comme l'erreur résultante 
de positionnement est la somme des erreurs de commande ($ 6.3). 
Les deux cas diffèrent par la forme d'écriture des relations: lors de 
l’analyse de la précision, on se sert des relations aux différences, tan- 
dis que dans l’analyse de la mobilité elles sont notées sous forme dif- 
férentielle. Commençons comme dans le cas de l’étude de la précision 
par des BM plans et reprenons l’exemple du BM à trois couples de 
rotation (quadrilatère ouvert). 

En dérivant les fonctions de position (6.3.1) par rapport aux 
coordonnées généralisées 6;, on trouve 


Xc = G10r + Ba0e + 603 (1-2) 


Les vecteurs &; étant les mêmes que dans (6.3.4). On remarquera que 
des vitesses généralisées figurent dans la somme avec les mêmes coef- 
ficients vectoriels de pondération £; que les erreurs de commande. La 
relation (1. 2) peut être regardée comme une application qui à cha- 


que point (, 6. 6 3) du parallélépipède tridimensionnel (1.1) asso- 


cie un point xc de l’espace bidimensionnel (du plan) des vitesses de 
la pince. L’application (1.2) étant linéaire, l’ensemble de tous les 


points xc qui s’obtiennent de (1.2) en y portant toutes les vitesses 
possibles de (1.1) doit être un polygone convexe. Nous allons l’appe- 
ler polygone des vitesses admissibles du BM dans la configuration q 
et le noter D,. Le polygone admissible caractérise de la façon la 
plus complète la mobilité d'une configuration donnée du BM, et sa 
<onstruction permet de répondre aux importantes questions suivan- 
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tes, que nous avons déjà diséutées en rapport avec les propriétés 
géométriques, à savoir: est-ce qu’une opération concrète de dépla- 
cement est réalisable, c'est-à-dire peut-on, vu la condition (1.1), 
imprimer au point C un vecteur vitesse v dans la configration 9; 


quelles valeurs des vitesses généralisées 8; faut-il donner pour réaliser 
la tâche assignée ? 

Pour ne pas compliquer l'analyse de la mobilité, nous allons nous 
limiter ici à considérer seuls les vecteurs v de la vitesse linéaire de la 
pince. On pourrait conduire une analyse analogue dans l’espace des 
vitesses angulaires de la pince; il est évident que les vitesses linéai- 
res et angulaires sont liées par la même relation que celle qui lie les 
erreurs linéaires et angulaires, c’est-à-dire les erreurs de positionne- 
ment et d’orientation de la pince, traitées dans le chapitre 6. Les 
méthodes d'analyse de la mobilité exposées plus bas sont applicables 
aussi bien aux vitesses linéaires qu’angulaires. Dans le calcul des es- 
timations de mobilité, on pourrait ne pas distinguer les cas des vec- 
teurs vitesses linéaires et angulaires, mais les traiter ensemble en 
passant à un espace de vitesses d'une dimension plus élevée. Ce- 
pendant, une généralisation formelle de ce genre embrouillerait la 
signification physique de la notion de mobilité. 

Commençons par définir la caractéristique quantitative A7, de la 
mobilité qui doit être l’estimation scalaire des dimensions du poly- 
gone admissible *). 

Il est évident que plus ces dimensions sont grandes, plus la mo- 
bilité du BM en question est élevée, étant donné que l'accroissement 
des dimensions de D, correspond à l'élargissement de l’ensemble des 
vitesses admissibles. Dans [44] on prend pour estimation M, de la 
mobilité le volume VF du polyèdre D,: 


Me = V (De) (1.3) 


pour les BM tridimensionnels et l’aire du polygone D, pour les 
BM plans. Le bien-fondé de cette définition est évident. Elle s’ap- 
puie sur une interprétation statistique analogue à celle qu'on a exa- 
minée au $ 4.5 où il s'agissait de choisir le volume F de l’espace de 


*) Remarquons que dans [78*] sont reproduits quelques résultats de [44] 
concernant la mobilité, bien que sous des hypothèses quelque peu différentes. 
Si l’espace des vecteurs vitesses de la pince a une dimension moindre que l'es- 
gace de configurations, on propose d'estimer la mobilité par une quantité pro- 
gortionnelle au volume de l'ellipsoïde, qui s’obtient à partir de la sphère unité 

0? = 1 de l’espace des vitesses généralisées par une application linéaire du 


type (1.2) dans l’espace des vitesses de la pince. Dans cette approche, on est 
obligé d'introduire des facteurs de normalisation correspondants pour tenir 


compte de la différence des valeurs limites des vitesses généralisées ;. Il nous 
semble que cette approche, qui ne fait pas appel au polyèdre des vitesses admis- 
sibles, est moins efficace que l’approche proposée dans {44] et ne permet pas de 
caractériser correctement la mobilité du BM. 
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travail du BM en guise d'estimation de sa portée. Ainsi. si l’on 
admet que le vecteur v de la vitesse est uniformément réparti dans 
un domaine suffisamment grand contenant de toute évidence D,, 
l'estimation M, de la mobilité est alors proportionnelle à la proba- 
bilité de réalisation, dans la configuration q, d’une opération de 
déplacement du vecteur vitesse aléatoire v. 

On peut arriver à la définition (1.3) en raisonnant autrement: 
Soit V (+, t) le volume contenant toutes les positions possibles du 
point C à l'instant {, à con- 
dition que pour { = 0 on 
ait la configuration w et 
que toutes les valeurs 
admissibles des vitesses 
généralisées ; vérifient les 
doubles inégalités (1.1). 
Pour des t petits, la valeur 
de V (y, t) est évidemment 
proportionnelle (à des 
termes d'ordre supérieur 
près) à £, le coefficient de 
proportionnalité étant égal 
à Mo: 

V (@, ?) = Mef, 
puisque le domaine consi- 
déré de l’espace de travail 
est semblable au polygone admissible D, dans le rapport de 
similitude 1. ‘ 

Passons à la construction du polyèdre admissible pour un méca- 


nisme plan à quatre éléments. Supposons pour fixer les idées que les 
valeurs limites des vitesses généralisées sont de signes opposés: 


8; < 0 < 6. (1.4) 


Alors, pour 8, = 0 fixe, la relation (1.2) et les conditions (1.4) dé- 
finissent pour j = 1, 2 un parallélogramme de côtés colinéaires aux 
vecteurs &, et &: (fig. 7.1). Les sommets G, de ce parallélogramme 
coïncident avec les extrémités des vecteurs u;: 


u = 00 +66, nu, = B0 + Eô, _—. 
; : : : 5 
us = 00, + 62607, us = 60, + 6.6. 
Le parallélogramme G,G,G,G, représente la partie de D, réali- 


sable pour 8, = 0. Pour obtenir tout le polygone admissible, il faut. 
envisager la possibilité d’utiliser 8,. Remarquons qu'on obtient la 


Fig. 7.1 
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frontière de D, par une translation des côtés du parallélogramme dé- 
finie par l’un des vecteurs 6.8; ou £.6;. Pour les côtés GG, et G.G; 
du parallélogramme, c’est le vecteur £,6; dirigé vers l'extérieur du 
parallélogramme ; pour les côtés G;G, et GG, c'est le vecteur £6:6:. 
Les sommets G, et G; séparant les couples de côtés mentionnés en- 
gendrent chacun deux sommets de D,, les sommets G, et G, n'en 
engendrent qu’un seul, de sorte que nous obtenons en définitive 
l'hexagone H°H:H°H°H;H° (voir fig. 7.1). 

La figure 7.1 permet d'établir toutes les caractéristiques de D, 
qui nous intéressent. Ainsi, l’aire de D,, qu'on prend comme esti- 
mation 4/4, de la mobilité, est égale à la somme des aires de cinq 
parallélogrammes, d'où 


Mo = l'E X Ge | (6; — 65) (6: — 85) + 
+ LE X Ba LE — 65) (65 — 6,) + 
+ 16e X Ba 1 (6 — 65) (65 — 65). (1.6) 


Le deuxième et le troisième terme de (1.6) sont obtenus en réunissant 
les aires de deux parallélogrammes, les barres verticales renferment 
le produit vectoriel. 

Voyons de plus près la relation (1.6). Conformément à (6.3.4), 
on peut représenter les vecteurs &; sous la forme 

hi = xû = xp + xpg + X@cs E 

(1.7) 

Le = XPC = XPQ + XQC Es = XQc- 


(Ici on a noté xt = (—z,, x), xpQ = (Ke — Xe).) Exprimons à l’aide 
de (1.7) les fonctions des paramètres a; et 8; figurant dans (1.6). 
Nous avons 


(GX 6 l= 1x8 X (Po + xGc) | = | xp X (xpQ + Xoc) | = 
= 4 |a sin 6, +— a;sin6,{, (1.8) 
1H X 631 = 18 + xp) X xGcl = 43 | a sin (8, + 6) + 
—< &> Sin 63 |. 
1be X Es | = | xPQ x xge | = 4,0, | sin 6, |. 
Posons dans (1.8) a; — 0. La variation de ôs exerce alors une 


influence négligeable sur la mobilité M, et £: — 0, de sorte qu’on 
obtient à la limite la formule de la mobilité d'un BM à deux couples 
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de rotation *) 
My = Ge, | sin 6, | (85 — 6:) (8: — 6;). (1.9) 


On voit que pour un manipulateur ouvert à trois éléments la va- 
leur M, de la mobilité de la configuration q ne dépend pas de 8, et 
est maximale lorsque l’angle 6, entre les éléments est égal à n/2 (les 
vecteurs &, et &, ne sont pourtant pas orthogonaux). Si les limitas 
tions de mobilité admettent l'existence de deux configurations avec 
Xc = x, celles-ci ont une même mobilité. Enfin, indépendamment des 


limitations imposées à 6; et 6;, l'estimation globale 4 de la mobili- 
té atteint sa valeur maximale pour a, = a, (le même résultat a été 
acquis plus haut pour la maniabilité). 

L'estimation VW, de la mobilité d’un manipulateur à quatre élé- 
ments dépend, outre les limitations (1.1), des trois fonctions suivan- 
tes des coordonnées généralisées : sin 6,, sin 6;, sin (0, + 0). Il est 
évident que pour la configuration qui admet une valeur maximale de 
M: toutes ces trois fonctions doivent être de même signe en vertu 
de (1.8). En portant les expressions (1.8) des produits vectoriels dans 
(1.6) et en notant b,, b,, b, les coefficients positifs constants dépen- 


, 


dant des ajet 6;, 6;, on peut écrire A4 sous la forme 
My = | b, sin (6, + 8,) + b, sin 6, + b, sin 8; |. (1.10) 
Appliquant à (1.10) les conditions nécessaires d’un extrémum 
0Me/00: = 0Me/003 = 0, 
on trouve les équations qui permettent de déterminer 6, et 6,: 
b, cos 6, = b, cos 04 = —b, cos (86, + 8;) (1.11) 
et qu’il faudra résoudre par une méthode numérique. En analysant 


(1-11), on remarque que le maximum de M, est atteint pour un 
angle 6, d’autant plus grand que le coefficient b; est élevé. 


$ 7.2. Mobilité d’un manipulateur plan 
à quatre éléments (suite) 


La mobilité M, est une caractéristique généralisée permettant de 
comparer la vélocité des différentes configurations d’un BM. Cepen- 
dant, si l’on veut savoir si une opération de déplacement donnée 
peut être réalisée dans une configuration @ du BM (c’est-à-dire si le 


*) Si l'on pose a, —+ 0 ou a: —+ U, My comprendra en outre les termes dont 
la présence s'explique par la distance non nulle du point C jusqu'aux points O0 


et P. Outre a; — 0 pour j =1, 2, il faut donc poser aussi (6; — 6;) —+ 0, tandis 
que si l’on pose a; + 0, cette condition supplémentaire n'est pas nécessaire. 
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mécanisme peut se déplacer à une vitesse v), il faut décrire complè- 
tement l'hexagone D, par exemple en écrivant les équations de tous 
ses côtés. 

Rappelons que les côtés de D, sont parallèles aux directions de 
&, et il suffit donc de trouver les coordonnées d’un point quelconque 
de chaque côté. Prenons pour fixer les idées les côtés H}H; et H°H° 
parallèles à £4. Chacun de ces côtés passe par l'un des sommets G:;, 
de sorte que parmi les quatre points définis par les relations (1.5) il 
faut choisir les deux points qui appartiennent aux côtés de D,. I] 
est facile de voir que des quatre droites passant par les points G:; 
et parallèles à £:, deux droites extrêmes correspondent aux côtés de 
D, (ceci ressort de la convexité de D,). Pour trouver les sommets cor- 
respondant à ces droites extrêmes, procédons comme suit. Introdui- 
sons le vecteur £1 perpendiculaire à &.. De toute évidence, des quatre 
quantités ‘u;ë1 il faudra alors choisir la maximale et la minimale. 
D'autre part, en vertu de (1.4), pour les points recherchés, les deux 
termes de ‘u;£ doivent être de même signe. Il en résulte que les deux 
points v; et v; cherchés aux frontières du polygone admissible D, 
parallèles à £, sont donnés par les relations: 


Vs = Ma + Abe, Vs = Gi + Abe (2.1) 

A5 = À L(Ë3 + 65) — (65 — 65) sign 'ERLN, 

15 = L 15 + 65) + (85 — 65) sign ('E62)], 
c'est-à-dire qu’en fonction du signe du produit scalaire ‘6,6: l'un des 


coefficients À; et À; prend la valeur 6j et l’autre, 65. On construit de 
façon analogue les points vi, vi, j — 1, 2, situés sur les autres côtés 
de D,. Ayant posé les équations de tous les côtés, on peut vérifier 
l'appartenance de tout point v au polygone admissible. I] faut à cet 
effet porter dans l’équation de chaque côté les coordonnées du vec- 
teur v, ainsi que celles de tout autre vecteur appartenant notoire- 
ment à D4 (par exemple, de coordonnées nulles) et comparer les 
signes des résultats obtenus. Si leurs signes sont identiques, alors 
le vecteur v appartient à D,. Si les signes diffèrent ne serait-ce 
que pour un côté, le vecteur v est extérieur à D,,. 

Les expressions de À; et À; ne sont vraies que si ‘6,61 = O0, c'est- 
à-dire que si parmi les vecteurs 6; il n’y a pas de vecteurs colinéaires. 
C’est le cas général qui a lieu pour presque toutes les configurations 
du BM. Si deux vecteurs £; (disons, &, et 6.) sont colinéaires, on peut 
réunir les deux derniers termes dans la somme (1.2), en agrandissant 
en conséquence le domaine de variation de l’une des coordonnées 
généralisées. Dans ce cas, D, est un parallélogramme. Quant à la 
formule (1.6) de M4, on remarque qu'elle reste vraie, même lors- 
que deux vecteurs &; sont colinéaires. 


(2-2) 
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Enfin, il y a des configurations particulières des BM où tous les 
Æ&; sont proportionnels (c'est le cas où tous les éléments du BM se 
situent sur une même droite). D, dégénère alors en un segment de 
droite et le point C ne peut se déplacer que suivant cette droite. En 
outre, dans ces configurations M, = 0, puisque toute opération aléa- 
ue de déplacement est presque sûrement irréalisable dans ces con- 

itions. 

L'estimation A/, ne définit que la mobilité « moyenne » d’une 
configuration q. tandis que les valeurs limites admissibles | v | des 
vitesses dans différentes directions peuvent sensiblement varier 
{cf. fig. 7.1). Pour en tenir compte introduisons supplémentairement 
l'estimation M (q. B) de la mobilité de la configuration q dans la 
direction B, laquelle sera définie comme valeur limite admissible 
de la vitesse dans cette direction compte tenu de (1.1). 

Pour calculer A1 (g. B), servons-nous des équations des frontières 
de l'hexagone D,. La droite passant par l’origine des coordonnées 
<t ayant $ pour vecteur directeur rencontre les frontières de D, en 
deux points qui définissent les vitesses limites admissibles dans les 
directions f et —$. Notant ces points sous la forme v.,B et v.B et re- 
marquant que &, et v, sont de signes opposés, on trouve 


M (@, B) = max (v,, we), M (p, —B) = —min (v,, ve). (2.3) 


Si les limitations (1.1) sont symétriques (g — —;), les côtés 
parallèles de D, sont symétriques par rapport à l'origine des coor- 


données et 
AI (q, B) = M (@, —B). (2.4) 


Il est à noter que si l’on prend la moyenne de A (, f) calculées 
suivant toutes les directions $ possibles, on obtient une valeur diffé- 
rente de W/,. L'estimation M (, B) est proportionnelle à la probabi- 
lité que le vecteur 2f, où À suit une loi de répartition uniforme, ap- 
partienne à D,. Mais si f = (cos y, sin y), où y est une variable 
aléatoire uniformément répartie dans l'intervalle [—x, x], le point 
aléatoire AB pour ?. et y indépendants ne sera plus uniformément ré- 
parti sur le disque correspondant, alors que pour construire l’esti- 
mation :, on utilise précisément la condition de la répartition uni- 
forme dans l'espace des vitesses. Cette circonstance ne fait certes 
pas obstacle à la construction des estimations globales de la mobilité 
qui s’obtiennent, conformément à (6.1.1) et (6.1.3), comme des va- 
leurs moyennes 4, et M (@, B) suivant l’espace des configurations. 

Pour l'étude des propriétés géométriques des BM nous avons posé 
et résolu les trois problèmes fondamentaux suivants: 1) le calcul 
des estimations de chaque propriété ; 2) la vérification de la réalisa- 
bilité de chaque opération élémentaire ; 3) la recherche des valeurs 
des coordonnées généralisées assurant la réalisation de l'opération 
élémentaire en question. Lors de l’étude de la précision la plus grande 
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importance a été accordée à la résolution du premier problème: la 
construction des estimations dé la précision de positionnement et 
d'orientation ; le second problème a été traité du point de vue proba- 
biliste ($ 6.5), tandis que le troisième problème n’a pas été abordé, 
les erreurs primaires ayant été considérées comme des variables aléa- 
toires. 

S'agissant de la mobilité, les trois problèmes cités restent tous 
d'actualité. Nous avons déjà terminé la résolution du premier pro- 
blème, notamment la construction des estimations de la mobilité. 

Pour résoudre le second problème, il faut écrire le vecteur v 
sous la forme v = Àf (À >> 0) et calculer l’estimation correspondante 
M (®, B). Le critère de réalisabilité de l'opération élémentaire sera 


évidemment 
1< M (y, B). (2.5) 


Le troisième problème consiste à déterminer les valeurs ; des 
vitesses généralisées assurant à la pince une vitesse donnée v dans 


la configuration +, c'est-à-dire à chercher la solution p _ (6, 6,, ô,) 
du système linéaire (1.2) compte tenu des limitations (1.1). Si xc 


est intérieur à D,, le nombre des solutions est infini; elles sont 
cherchées par divers procédés que nous omettrons de traiter ici. 

L’interdépendance des problèmes de commande de la vitesse 
et du déplacement de la pince du BM s’explique par le fait que le 
développement de la vitesse du point C en une somme des vitesses 
généralisées est équivalent au développement du petit déplacement 
de C en une somme des accroissements des coordonnées généralisées. 

La redondance motrice permet d'utiliser, lors de la construction 
des déplacements du BM, certaines conditions d’optimalité, y com- 
pris celles qui assurent une mobilité maximale *). 

Supposons que la tâche motrice consiste à assurer que la pince 
d’un BM parcoure une trajectoire donnée x (s) en un temps minimal 
(problème de la rapidité maximale). Notons B, le vecteur unitaire de 
la direction de la trajectoire au point x, et ç,, la configuration du 
BM avec xc = x, pour laquelle l'estimation M (œ, B.) atteint son 
maximum. 

Pour que dans la configuration q, la pince se déplace à la vitesse 
limite donnée | v | = M (., B.), les vitesses généralisées doivent 


prendre des valeurs Ps bien déterminées (ici g, ne désigne pas la dé- 
rivée de @, par rapport au paramètre s, mais une fonction vectorielle 
donnée du paramètre s). Ainsi, à la trajectoire x, de l’espace de tra- 


*) Au $ 9.1 le problème de recherche des lois de commande assurant une 
rapidité optimale se ramène à la recherche des accroissements A; minimums 
correspondant au déplacement donné Axc ; la solution d'un tel problème d'opti- 
misation assure en même temps la vitesse maximale de déplacement de la pince 
du BM dans la direction donnée pour des vitesses généralisées limitées. 


17—0243 


258 PROPRIÊTES CINÉMATIQUES DES BM: MOBILITÉ ET REPRISE (CH. 7 


vail correspondent une trajectoire « optimale » œ, dans l'espace de 
configurations du BM et un vecteur vitesse , en chaque point de 


cette trajectoire. Cependant, bien que les fonctions @, et , soient 
continues (partout sauf probablement en quelques points), elles ne 
fournissent pas ensemble la solution du problème posé, car, en gé- 


néral, Ps ne se confond pas avec d,/ds. Ces deux vecteurs (Ps et 


d./ds) assurent la direction nécessaire de la vitesse x, de la pince, 
mais par suite de la redondance motrice du BM la famille des vec- 


teurs @ correspondant à x, est infinie, et les vecteurs , et d./ds sont 
choisis dans cette famille de façon univoque à l’aide de deux condi- 
tions différentes : il est clair que ces deux conditions différentes don- 
nent lieu à deux vecteurs différents. 

C'est par cette particularité que le problème de la rapidité opti- 
male (lorsque la trajectoire y, dans l’espace de configurations doit 
assurer une vitesse maximale v,) se distingue du problème de mini- 
misation de l'erreur résultante (cf. $ 6.3). Dans le cas du problème 
considéré ici, l'approche « locale » (l’optimisation en chaque point 
de la trajectoire) ne conduit plus à une solution optimale; celle-ci 
ne peut être obtenue que par les méthodes de la théorie des processus 
optimaux. 

En même temps, vu les considérables difficultés de calcul qui 
compliquent sérieusement la recherche des trajectoires optimales, ou, 
comme on dit, des lois de commande optimale, surtout lorsqu'il 
s’agit de la commande en temps réel, il semble raisonnable de se 
limiter à l'étude des commandes localement optimales, comme il 
est d'usage dans bon nombre d’autres questions techniques. Puis- 


qu'il s’agit de « conjuguer » deux fonctions, @, et ., on peut indi- 
quer d'emblée deux approches différentes de l’optimisation locale. - 

La première consiste à choisir q,, comme décrit plus haut, à par- 
tir de la condition de la réalisation du maximum de M (, B.) 


pour le point x = x,. La vitesse admissible Ps de variation de la con- 
figuration doit alors être proportionnelle au vecteur d,/ds, de sorte 


que la vitesse limite q: est donnée par les points d’intersection de 
la demi-droite À (dw,/ds), À > 0, avec les faces du parallélépipède 
(1.1). La seconde approche est basée sur la recherche des vecteurs 


optimaux , et sur leur intégration en vue d'obtenir la trajectoire 
æ.. Autrement dit, il faut soit chercher de «bonnes » configurations 
du BM, sans se soucier du temps que nécessitera le passage d’une tel- 
le configuration à la configuration suivante, soit chercher à assurer 
la vitesse maximale de déplacement de la pince en chaque point de 
la trajectoire, au détriment peut-être de la « qualité » des configura- 
tions obtenues. Les deux approches sont en principe équivalentes, 
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seulement la recherche des vitesses optimales est beaucoup plus sim- 
ple que la détermination des configurations optimales. Les questions 
relatives à la construction des déplacements localement optimaux 
sont traitées en détail au chapitre 9. 


$ 7.3. Mobilité des BM plans à x degrés de liberté 


L'exemple du BM plan que nous avons traité en détail nous a 
permis de décrire avec assez de clarté les principales caractéristiques 
de la mobilité et d’illustrer les méthodes de leur calcul. Généralisons 
les résultats obtenus aux BM plans à un nombre arbitraire de degrés 
de liberté [44]. 

La relation de départ est une relation analogue à (1.2) 


Xc = GP + ee. + GnPa: (3.1) 
qu'on a par dérivation de la fonction de position de la pince. Les 
vecteurs &; ne sont pas colinéaires deux à deux; si de tels vecteurs 
existent, il faut les réunir, ce qui équivaut à une réduction du nom- 
bre des degrés de liberté et à une modification correspondante des 
limitations (1.1). La relation (3.1) est une application linéaire du 


parallélépipède r7-dimensionnel (1.1) dans le plan des vecteurs Xc- 
On obtient ainsi le polygone convexe D, des vitesses admis- 
sibles. Les côtés de D, sont formés par des arêtes unidimensionnelles 


du parallélépipède initial lorsque l’une des quantités q4 varie, tan- 


dis que les autres prennent des valeurs limites ; ou 5. Pour chaque 
coordonnée k, le parallélépipède (1.1) possède 2-1 arêtes parallèles 
aux extrémités desquelles se situent tous ses sommets. L'application 
(3.1) fait correspondre à ces arêtes 2"-! segments coplanaires, qui 
sont parallèles au vecteur £,, appartiennent à D, et contiennent tous 
les sommets de D,. Etant convexe, D, ne peut pas posséder plus 
de deux côtés parallèles. D'autre part, puisque les extrémités des 
segments indiqués englobent tous les sommets de D,, les deux seg- 
ments extrêmes doivent nécessairement être des côtés de De. 

Ce raisonnement qui exploite uniquement la linéarité de l’appli- 
cation (3.1) et la forme des limitations (1.1) prouve que le polygone 
admissible doit avoir exactement deux côtés parallèles à &, pour 
chaque k — 1,...,n, c’est-à-dire que D, est un polygone à 2n 
côtés qui sont parallèles deux à deux. 

On définit les équations des côtés de ce polygone tout comme dans 
le cas d’un BM plan à trois degrés de liberté. Pour trouver les points 
vx et vi sur les côtés parallèles à &,, il faut faire la somme de tous 
les vecteurs £;, avec j  k, en choisissant les coefficients À; en fonc- 


tion du signe des ‘&,6. Les formules correspondantes 
V4 — À: ; °— À 
vh À, Fi VR À 365 (3.2) 


17% 
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sont une généralisation immédiate de (2.1), les coefficients À; et 
À; étant toujours définis par (2.2) où il faut remplacer £4 par &. 
Les quantités ‘vit! et ‘vi£i sont respectivement le minimum et le 


maximum des projetés {x-&# pour tous les xç admissibles donnés par 
(3.1). Les extrémums de ces sommes sont assurés par les valeurs extré- 
males de chacun des termes compte tenu des limitations (1.1). Con- 
naissant les équations des côtés du polygone D,, on calcule ensuite 
l'estimation M (@, B) d’une façon parfaitement analogue au cas de 
n = : 

Les valeurs minimale et maximale de M (, B) **) 


My = un M(y, B), mo ie M(œ, B) (3.3) 


sont des estimations « garanties » de la mobilité du BM dans la con- 
figuration ç. Plus exactement, si | v |< m,, on peut garantir que 
l'opération de déplacement correspondante sera réalisable indépen- 
damment de la direction de v, et, inversement, si | v | > mY, l’opé- 
ration de déplacement en question est notoirement irréalisable. 
Dans le cas où m, < |v|<m%, la possibilité de réalisation de l’opé- 
ration élémentaire dépend de la direction de la vitesse. Les vitesses 
limites suivant différentes directions se distiguent d'autant plus 
fortement que la différence m, — m, est élevée. 

Les quantités m, et m,, au même titre que M4 et M (p, B). sont 
des estimations particulières valables pour une configuration concrè- 
te du BM. Si l’on veut passer des estimations m, et m; à des estima- 
tions plus générales m;et m; caractérisant le point x de l’espace de 
travail, il est préférable de ne pas prendre leur moyenne suivant la 
famille des configurations avec x = xc, mais de rechercher les va- 


*) Remarquons qu'on peut trouver M (, B) sans utiliser les équations des 
côtés de D, mais en mettant uniquement à profit le fait qu’à tous ces côtés cor- 
respondent des vecteurs dont toutes les coordonnées ; sauf une, q,, admet- 
tent des valeurs limites. En fixant ces valeurs limites, ôn tire de (3.2) la rela- 
tion 


MPE—aq= D Ep 
34h 


qui représente un système de deux équations linéaires scalaires à deux inconnues 


À et q2. En utilisant différentes combinaisons des valeurs limites des vitesses 
généralisées (qui sont au nombre de 2-1), on obtient 2-1 solutions différentes 
dont uniquement celles pour lesquelles À => 0 et q,<q1< ÿ ont un sens. 
L'estimation M (y, B) est obtenue avec la valeur maximale de À lorsque k 
varie de 1 à n. Ce procédé nécessite la résolution de n27-1 systèmes d'équations. 
**) Puisque D est un polygone, les estimations m,,et m;, se confondent 
avec la distance de l’origine des coordonnées aux côtés respectivement le plus .- 
proche et le plus éloigné. : : 
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leurs extrémales . 


2=MIinM,, M£I—MaxMe 
Tete D (3.4) 


qui fournissent les estimations « garanties » de la mobilité du BM 
au point x, auxquelles se rapporte entièrement tout ce qui a été dit 
plus haut sur les estimations m, et m,. La répartition des fonctions 
Ms, m; et m; dans l’espace de travail décrit respectivement la rapi- 
dité moyenne et limite du BM. 

Montrons maintenant que la formule (1.6) évaluant la mobilité 
Ma se généralise aux BM plans de structure arbitraire et prend la 
forme 


Me= IX El(5—p) (oi — qi). (3.5) 
1SI<hALN 


La formule (3.5) indique clairement que l’aire du polygone ad- 
missible D, est égale à la somme des aires de tous les parallélogram- 


mes construits sur les couples de vecteurs &; (p; — p;) et &x (gr —x). 

Prouvons la formule (3.5) par récurrence. Pour n = 2, elle est 
évidemment vraie puisque D, est un parallélogramme. Pour nr = 3, 
elle a l’aspect (1.6). Supposons que (3.5) exprime l'aire de l’image 
du parallélépipède n-dimensionnel (1.1) sur le plan bidimensionnel 
par une application linéaire (3.1) quelconque. 

Soit maintenant un BM à nr + 1 degrés de liberté. Il est clair 
que la partie DS du polygone admissible définie par les n premières 


coordonnées généralisées pour ,+1 = 0 représente un polygone à 


2n côtés de longueurs | 6; | (+; — p;) et dont l'aire est égale au 
second membre de (3.5) (par l'hypothèse de récurrence). 
Supposons que le vecteur 6, +, n’est parallèle à aucun des vecteurs 
Qar + + + Gn- Il est évident qu'il existe alors deux sommets « extré- 
mes » de D% tels que les droites menées parallèlement à 6,+, par 


les sommets ne rencontrent pas D. Si @r+1 < 0 < Qa+n alors 
D s'obtient à partir de D$ par l’adjonction à chaque côté de ce der- 
nier d’un parallélogramme (fig. 7.2) dont l’autre côté est parallèle 


à Gn4i et égal à | bn+1 | Qn+1 pour un demi-périmètre de D3 et à 
| Gn+1 | Pn+1 pour l’autre demi-périmètre. L'aire totale ajoutée 
est 


AMg= À 16 X Envsl (95 — 9) (pri qd (8.6) 


cette relation jointe à (3.5) conduit à une formule analogue à (3.5) 
pour n + 1 vecteurs £; (l'aire ajoutée est hachurée sur la figure 7.2). 
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Les cas de p1+, — 0 ou ph+, = 0 peuvent être traités comme des 
cas limites ; ils ne présentent rien de particulier, si ce n’est qu’on ajou- 
te à D; seulement r parallélogrammes au lieu de 2n. 

Nous avons admis jusqu’à présent que le vecteur &,+, n’était 
parallèle à aucun des vecteurs 6,, . .., bn. Si Gn+1 est parallèle à 
un &, il faut ajouter 2 (nr — 1) parallélogrammes à DE au lieu de 
2n, et le terme correspondant | £; X £n+1 | s'annule dans (3.6). 
Quant à cette dernière formule, elle reste vraie dans ce cas aussi. 


Nous avons ainsi prouvé par récurrence la formule (3.5) de ju 
mobilité des BM plans, ayant montré que de l'hypothèse de sa vali- 
dité pour les BM à n degrés de liberté découle la validité de cette 
formule pour les BM à n + 1 degrés de liberté. 


$ 7.4. Mobilité des BM tridimensionnels 


Passons à l'étude de la mobilité des BM spatiaux. Dans ce cas, 
l’espace des vitesses x- données par la relation (3.1) est tridimension- 


nel et l’ensemble des vecteurs xc admissibles, compte tenu des li- 
mitations (1.1), est le polyèdre D,. L'analyse de la mobilité est 
fondée, comme dans le cas plan, sur la détermination de la valeur 
M, du volume du polyèdre D, des vitesses admissibles, quantité qui 
constitue l'estimation de la mobilité dans la configuration , et 
sur la recherche des équations des faces de D, permettant de déter- 
miner M (, B) et de vérifier de cette façon la réalisabilité de l’opé-' 
ration élémentaire de déplacement donnée. Les méthodes de résolu- 
tion de ces problèmes pour les BM spatiaux sont une généralisation 
immédiate à l’espace tridimensionnel des approches exposées plus 
haut pour les BM plans. 

Commençons par la description des caractéristiques géométriques 
de D. Ses faces sont des polygones qui sont des images des faces bi- 
dimensionnelles (parallélogrammes) du parallélépipède (1.1). par 
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l'application (3.1). Pour chaque couple de coordonnées P; et a le 
parallélépipède (1.1) comporte 2"-? faces bidimensionnelles sur les- 


quelles les autres coordonnées , conservent leurs valeurs constantes 


qi ou pi. Dans l’espace des vecteurs , ces faces font partie des plans 
bidimensionnels parallèles ; il en est de même des vecteurs vitesses 


tridimensionnels Xc qui leur correspondent, en raison de la linéari- 
té de l’application (3.1). On obtient un faisceau de plans parallèles 


dans l’espace des xc dont chacun rencontre D,. Vu la convexité 
de D, (cette propriété est préservée par les applications liné- 
aires), les plans « intérieurs » de ce faisceau ne peuvent comporter 
que des sommets isolés de D, et les faces ne peuvent apparte- 
nir qu'à deux plans « extérieurs ». Prouvons que chacun des plans 
« extérieurs » comporte effectivement une face de D,. En effet, la 
famille considérée des faces bidimensionnelles de (1.1) renferme 
tous les sommets du parallélépipède, si bien que le faisceau de plans 
en question doit lui aussi contenir tous les sommets de D, et, par 
conséquent, ses plans extérieurs délimitent D,,. 

Cette conclusion est valable pour tout couple de coordonnées gé- 
néralisées du BM, à condition, bien sûr, que les vecteurs correspon- 
dants 6; de (3.1) diffèrent de zéro. Pour &; — 0, on ne prendra pas en 
compte la coordonnée w,. Une telle situation se présente par exemple 
lors de la rotation de la pince autour de son axe longitudinal pré- 
servant la position du point C. 

Pour qu’à des couples de coordonnées différents soient associés 
des couples de faces de D, différents, il faut évidemment que les 
plans supports correspondants ne soient pas parallèles. Donc, si 
parmi les vecteurs £; il n’y a pas trois vecteurs coplanaires, le polyè- 
dre admissible D4 possède n (7 — 1) faces égales et parallèles 
deux à deux qui sont toutes des parallélogrammes. 

Si parmi les vecteurs 6; il y a trois vecteurs coplanaires, alors un 
seul faisceau de plans parallèles correspond aux trois couples de coor- 
données concernés, ce qui réduit à deux le nombre de faces de D, 
situées sur les plans extérieurs du faisceau, et ainsi le nombre total 
des faces de D, est diminué de quatre. Chacune des faces portées par 
les plans extérieurs représente un hexagone dont les côtés sont paral- 
lèles deux à deux (ce résultat découle des raisonnements du $ 7.1; 
en effet, en fixant toutes les coordonnées généralisées, sauf ;, 
3 et x, on aboutit à un BM «plan »). 

De même, si parmi les vecteurs £; il y a m vecteurs coplanaires, 
tous les couples des coordonnées généralisées correspondants défi- 
naissent deux faces de D, qui sont des polygones à 2m côtés, et le 
nombre total des faces de D, sera diminué de m (m — 1) — 2. 
Ainsi, dans le cas général, le nombre des faces de D, est le double du 
nombre des plans définis par tous les couples possibles des vecteurs 
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&:, et le nombre des côtés de chaque face est le double du nombre des 
vecteurs $, portés par le plan donné et parallèles à la face donnée. 

Etablissons les équations des plans portant les faces de D,. Le 
problème consiste comme auparavant à rechercher les points appar- 
tenant à ces faces. 

Notons vi, et v;. les vecteurs cherchés des faces définies par les 
coordonnées , et .. Comme dans le cas plan, ils ont la forme de 
combinaisons linéaires de 6: 


Va = 3 ki Vn= D Mo (4.1) 
iÆih i2j,h 

Les coefficients À; et À; doivent fournir les valeurs respectivement 
minimale et maximale du projeté du i-ième terme de (4.1) sur la di- 
rection du vecteur LE = 6 X Gr perpendiculaire à la face considé- 


rée de D. Donc, si RATS >0,ona M = pi et Ài = gi, tandis que 


si ‘h16% < 0, on a À; — qi et À — gi. Si ‘hi6h = 0, ï ’est-à-dire 
si les vecteurs £&;, 6;, &x sont coplanaires, on a À; = À; = 0 et le 
vecteur 6, ne définit plus la position du plan portant a face. Pour 
terminer la description du polyèdre admissible, reste à mener des 
plans parallèles à £; et &, par les points de coordonnées vi, et vx. 

Si l’on donne le vecteur $, la droite de vecteur directeur B ren- 
contre les plans définis par v;, en des points dont l’un appartient à 
une face de D,, les autres étant extérieurs à D4. On voit donc que la 
procédure de construction de l'estimation M (œ, B) de la mobilité 
d’un BM dans une direction $ est la même dans les cas des BM plans 
et spatiaux (cf. (2.3)). 

Passons maintenant au calcul du volume de D,, i.e. au calcul 
de l’estimation M, de la mobilité. La formule correspondante est 
de la forme *) [44] 


Me À, l'E (GX En) (PIE (5—P) (Pi). (4.2) 
<i<h 


Les barres verticales renferment le produit mixte des vecteurs 
Gi Gi et bn, c'est-à-dire que M, est égal à la somme des volumes de 
tous les parallélépipèdes construits sur les triplets de vecteurs de la 


famille £(q; — qi). 


*) Les formules (3.5) et (4.2) sont des cas particuliers d’un théorème plus 
énéral selon lequel le on du polyèdre obtenu par une application linéaire 
‘un cube de dimension nr dans un Fi ace de dimension m (m< n) est égal à la 

somme des volumes de tous les parallélépipèdes m-dimensionnels, i.e. à la som- 
me des mineurs d'ordre m de la matrice de type (m, n) associée à la transforma- 
tion linéaire. 2 

Ce théorème se ramène à (3.5) pour m — 2 et à (4.2) pour m — 3; dans le 
cas particulier de m — n, lorsque la transformation préserve la dimension de 
l’espace, le résultat est notoirement connu et valable pour toute figure (le nou- 
veau volume s'obtient par la multiplication du volume précédent par le jacobien 
de la transformation linéaire). 
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Comme dans le cas de (3.5), prouvons (4.2) par récurrence sur n. 
Pour r = 3, le polyèdre admissible est un parallélépipède, et la 
formule (4.2) donne évidemment le volume de ce parallélépipède. 

Supposons maintenant que la formule (4.2) est vraie pour tous 
les BM à nr degrés de mobilité; évaluons l’accroissement du volume 
de D4 lors de l’adjonction d’un degré de mobilité. On sait déjà que 
la partie D du polyèdre admissible correspondant à nr premières 
coordonnées du BM comporte des couples de faces parallèles. Suppo- 
sons d’abord que parmi les vecteurs £,, ..., 6n il n’y a pas de tri- 
plets de vecteurs coplanaires. Les couples de faces parallèles sont 
alors au nombre de n (nr — 1)/2 et leur aire totale est donnée par 


Sn= D I65X Ent (p5— 9) (pi — pa). (4.3) 
1SICR EN 
Si le vecteur £,+, n’est coplanaire à aucun couple &;, &x (j, k& 
< n), la prise en compte de la coordonnée ,+, conduit à l’adjonc- 
tion, sur chaque couple de faces parallèles, de deux parallélépipè- 


des construits sur les vecteurs 6; (q: — ç), i = j,ket l’un des vec- 


teurs Lio ou Én+1Pn+1. Le volume total de ces parallélé- 
pipèdes est donné par 


AnMo= l'Ents (67 X On) 1(P5— 5) (A — pa) (ph+1 — Pass). (4.4) 

En calculant la somme des A;,M, pour tous les couples ÿj, 

k({< j<k< n), on obtient que la différence des volumes D, et 

AO égale à la somme de tous les termes d'indice 4 — n + 1 dans 

AMy= 

. pe And (4.5) 

donc, de la validité de (4.2) pour n degrés de mobilité déeoule sa va- 
lidité pour n + 1. 

. Si Sn +1 est coplanaire à un certain couple &;, &,., des parallélépi- 
pèdes supplémentaires sont ajoutés à toutes les autres faces de D 
lors du passage de D à D,. Leurs volumes sont toujours donnés par 
la formule (4.4), et l'égalité (4.5) reste en vigueur puisque 
L'En+s (65 X 6x) Le 0. ; : see 4 

Supposons maintenant que parmi les triplets 6:, 6, bn (1 < 
< i <j < k< n) il y a des triplets coplanaires. Alors. comme 
montré plus haut, le nombre des faces de D? diminue, et la prise en 
compte du vecteur &,+, conduit à l’adjonction non seulement de pa- 
rallélépipèdes, mais aussi de prismes. Ce qui importe c’est que la 
moitié de l'aire totale des faces de D3 est toujours donnée par la rela- 
tion (4.3) (ce qui découle de la formule (3.5), applicable tant aux 
vecteurs bidimensionnels que tridimensionnels). Autrement dit, 
chaque face de D? peut être représentée comme une réunion de paral- 
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lélogrammes, alors que les prismes ajoutés peuvent être considérés 
comme des réunions de parallélépipèdes dont les volumes sont don- 
nés par la relation (4.4), ce qui prouve la validité de (4.2). 

Le calcul des estimations « garanties » de la mobilité (2.3), (2.4) 
pour les BM spatiaux s'effectue en parfaite analogie avec le cas plan. 
Sans l’exécuter ici, nous nous bornerons à indiquer que ces estima- 
tions peuvent être utilisées pour l'analyse de la précision des BM. 
Au chapitre 6 nous avons étudié les caractéristiques statistiques de 
la précision lorsque la dispersion était due aux erreurs primaires 
aléatoires. Si l’on donne les valeurs limites (maximales) des erreurs 
de commande, alors, en suivant la méthode exposée plus haut, au 
lieu du polyèdre D% des vitesses admissibles on peut construire le 
polyèdre analogue des erreurs de positionnement [44] limitant tous 


les vecteurs Axe possibles (il suffit de remplacer max |; 
par max | Ap; |). 

Soulignons que la méthode de calcul de l’erreur limite de posi- 
tionnement dans la direction B diffère de celle de l'estimation 
M (®, B), puisque, contrairement à l’analyse de la mobilité, il n'est 
pas nécessaire que les vecteurs Axç et B soient colinéaires: 


n 

max CBAx)= 2 l'BGlmax| Av;l. (4.6) 
D'autre part, les valeurs extrémales de l'estimation (4.6) sont 
analogues à (3.3) et déterminent les niveaux minimal et maximal 
des erreurs limites dans la configuration œç. L'application de l’ap- 
proche exposée à l'analyse de la précision permet donc de déterminer 
le niveau « garanti » de la précision de positionnement. Il est évi- 
dent que cette méthode permet de tenir compte de l'influence des 
erreurs primaires de toute nature et non seulement des erreurs de com- 

mande. 


$ 7.5. De la mobilité du bras humain 


La géométrie du bras humain a été considérée au $ 5.3. Nous nous 
sommes servi d’un modèle plan à trois degrés de mobilité et avons 
montré que les proportions naturelles du bras humain assurent 
(dans le cadre d’un modèle simplifié) les valeurs optimales des esti- 
mations de la portée et de la maniabilité. Reprenons la question des 
propriétés intrinsèques du bras humain pour étudier cette fois sa 
mobilité. Nous allons utiliser à cette fin le modèle tridimensionnel de 
la figure 7.3 [64]. 

A la différence du modèle plan du $ 5.3, où nous avons tenu com- 
pte de la mobilité dans-les trois grandes articulations du membre su- 
périeur (l’épaule, le coude et le poignet), nous allons nous limiter à 
présent à l’étude de la mobilité dans les articulations de l’épaule et 
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du coude. Quant à l'articulation du poignet assurant l'orientation de 
la main, il était indispensable de tenir compte de sa mobilité lors de 
l’analyse de la maniabilité du membre supérieur, mais les vitesses 
limites admissibles de déplacement de la main dans l’espace ne dé- 
pendent que très peu de cette mobilité en raison de la petitesse de 
la main, et elles sont principalement déterminées par les vitesses de 
rotation dans les articulations de l'épaule et du coude. Ces considé- 
rations ont présidé au choix du modèle tridimensionnel de la figure 


Fig. 7.3 


7.3 doté de quatre degrés de mobilité: trois dans l'articulation de 
l’« épaule » et une dans celle du «coude». Le « poignet » dans ce mo- 
dèle est immobile ; pour tenir compte de l’apport de la main dans la 
vitesse limite admissible de déplacement du point caractéristique 
C du bras (le centre de la main fermée, fig. 7.4), on convient de ral- 
longer en conséquence l’avant-bras. Dans le modèle de la figure 7.3, 
on ar, = BC, distance de l’axe de l'articulation du coude au point 
C de la main, r, = OB, longueur du bras. 

Cherchons la mobilité du mécanisme tridimensionnel à quatre 
degrés de mobilité traduisant la structure cinématique décrite du 
bras. Les coordonnées du point C sont données par 


Zc, =" Cos 6, sin 6, + 
+ r, [cos 6, (sin 6, cos 8, + cos 6, sin 6, sin 64) + 
+ sin 6, cos 6, sin 6], 
zG = M Sin 6, sin 6, + 
+ r, (sin 6, (sin 6, cos 8, + cos 6, sin 6, sin 6,) — 
— cos 8, cos 6, sin 6,1, (5.1) 
zc; = — "cos 6, — r, (cos 6, cos 8, — sin 6, sin 6, sin 8,). 
On peut obtenir ces relations en faisant le produit des matrices 4; 


ou par une analyse de la géométrie du modèle. 
La structure cinématique du membre supérieur a cette particula- 
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rité que la distance de l'articulation de l’épaule à la main (segment 
OC de la figure 7.4) est invariable par les changements des angles 
6,, 6, et 6;:. Les trois degrés de mobilité dans l'articulation de l’épau- 
le assurent au poignet un déplacement suivant la sphère de rayon 
R=n +7" + 2rr, cos 6, et de centre en O. Autrement dit, la 
présence d’une articulation sphérique confère déjà au bras une redon- 
dance motrice. 

En raison de cette particularité structurale (trois degrés de mo- 
bilité au niveau de l'épaule), les trois vecteurs vitesses &; — 6xc/00,, 
j = 1,2, 3, sont coplanaires: ils sont tous situés dans un plan tan- 
gent à la sphère de rayon R (fig. 7.4). Pour cette raison, le polyèdre 
admissible D, représente un prisme au lieu de comporter 12 faces 
parallèles deux à deux, comme il se doit dans le cas général d’un BM 
spatial à quatre degrés de mobilité. Le prisme a pour base l'hexagone 


engendré par les vecteurs 6; (6: _ 6:), j = 1,2,3; son volume M, 
est donné par la formule (4.2) et, compte tenu de ‘6, (&: X 63) = 0, 
s'écrit sous la forme 


Mo = l'E (Ga X D) | b10a + | Gi (Ga X 64) l'Oisa + 
+ 1162 (Ga X 64) lbese (5-2) 


bin = (O3 — 05) (85 — 65) (8% — 8ÿ). 


Il est aisé de voir que la valeur M, du volume de D, dépend uni- 
quement de l’angle 8, de flexion du bras au coude, angle détermi- 
nant la hauteur du prisme, alors que les rotations au niveau de l’épau- 
le (variations des angles 6,, 6, et 6.) ne modifient que l'orientation 


du polyèdre admissible dans l’espace des vitesses xc. Pour cette rai- 
son, on n’a pas besoin de prendre la moyenne de M, suivant les an- 
gles 6,, 6, et 6, pour calculer l'estimation globale M de la mobilité*). 
Etant donné que l’angle de flexion au coude varie approximative- 
ment entre 0 et 3x/4, on obtient 


37/4 


M=< | Mode. (5.3) 
0 


EI 


*) 11 faut dire que les intervalles des variations admissibles des angles 

0,, 6: ot 6, dans l'articulation de l'épaule du bras humain dépendent essentielle- 
ment de la pois de rt autrement dit, les valeurs limites 0; — min @,, 
05 = max 0, sont des fonctions des angles 6, et 6.. Cette particularité de 
la géométrie du bras ne se répercute pas sur la valeur de l'estimation de la mo- 
bilité (car M# ne dépend pas de 8,, 0, et 6,). A notre connaissance, la première 
publication e l'étude de ce phénomène est contenue dans la thèse de I. Vi-. 
nogradov, intitulée « Etude de quelques propriétés cinématiques des manipu- 
lateurs et du bras de l'opérateur humain » (Institut d'étude des machines 
A. Blagonravov, 1974), où sont rapportés les résultats de mesures anthropologi- 

ues des valeurs des fonctions 65 (6,, 6.) et 03 (8,, 82), effectuées à l’aide de 

ispositifs spécialement conçus à cette fin. 
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Le calcul de M est compliqué par le fait que l’on ne connaît 


pas les intervalles de variation 6j, 0; des vitesses angulaires admis- 
sibles. Notre but n'est pourtant pas l’évaluation numérique de cette 
grandeur, mais l'établissement du caractère de variation de W 
en fonction du rapport des longueurs des segments r, et r,. A cet 
effet, représentons M sous la forme d’une somme de trois termes obte- 
nus par une moyennisation indépen- 


dante des composantes de M, : Mn & 
ik 
M = Misabios + Misdbiss + Masabasas sa [EN 
(5.4) as! 
37/4 


Min= se \ l'E (Es X Ex)1 ds, 
0 


et cherchons la dépendance des termes 
Mipn du rapport ri/r2. 

On a représenté sur la figure 7.5 les 

résultats des calculs pour desr,+r,= °? 

—1 adimensionnels et b;5, = 1 (p= 

=r/("n + re) est le paramètre varia- 

ble). On voit que les fonctions Mi; 

sont unimodales avec des sommets 0,5 49 
aplatis (ce qui veut dire que les inter- Fig, 7.5 

valles de variation de p où elles présen- CDN 

tent des valeurs proches des maximales 

sont assez larges: 0,5< p< 0,6 pour Mis 0,25 p& 0,40 pour 
Misa t Moss). Les courbes de M;34 et Mos4 diffèrent peu l’une de 
l’autre, tandis que M,,, a un maximum deux fois plus grand. Ceci 
s'explique de toute évidence par la différence des rayons de rotation 
pour les coordonnées généralisées 6,: ces rayons sont égaux à la dis- 
tance du point C à l'axe z, pour 6,, au point O pour 8, et à la droite 
passant par les points O et B pour 8;. Le rayon moyen de rotation est 
donc maximal pour 6, et minimal pour 8,, ce qui explique la rela- 
tion observée entre les valeurs moyennisées M,;, (fig. 7.5). 

On peut dire sur le vu des relations M;,, = f (p), que pour pra- 
tiquement toutes les valeurs des coefficients de poids b;45, la valeur 
optimale p, du paramètre p assurant la mobilité maximale du bras 

humain est contenue dans l'intervalle 0,4< p, < 0,5. 

Les raisonnements suivants fournissent la valeur la plus vrai- 

semblable de p,. On remarquera d'abord que tous les coefficients 


bi;5, comportent comme facteur la quantité (8; —_ 6;) de sorte que 


celle-ci n’influence pas leur rapport. Quant aux paramètres (05 — 6;), 
j = 1, 2,3, leurs valeurs sont déterminées par les caractéristiques 
du groupe de muscles de la ceinture scapulaire qui participent simul- 


0,4 
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tanément, bien que dans des mesures différentes, à la réalisation des 
déplacements suivant chacune des coordonnées généralisées 86,, 


6;, 64. 11 semble donc logique de prendre les paramètres (6; — 6;), 
j = 1,2, 3, comme étant égaux en première approximation et donc 
d’égaliser les coefficients bis4, b13a et Dos, dans (5.4). La dépendance 
de M — S Min en fonction de p obtenue dans cette hypothèse est 
également montrée sur la figure 7.5. Le maximum de H est atteint 
pour p, & 0,45. 

Reprenons la figure 5.11 du $ 5.3 qui montre le domaine des 
proportions du bras humain optimales du point de vue des critères 
d’atteignabilité et de maniabilité. Les valeurs de r,/(r, + r;) — 
= &,/L, égales respectivement à 0,44 et 0,47, y sont données en trait 
continu. On remarquera que tous les points 7, 2, 3 correspondant à 
des données de mesures anthropométriques sont situés dans le do- 
maine qui contient également la valeur pratiquement maximale de 
l'estimation / de la mobilité. Autrement dit, le bras humain a une 
« construction » telle que ses proportions, définies par seulement 
deux paramètres adimensionnels, assurent des valeurs maximales aux 
trois critères d'optimalité simultanément, notamment aux estima- 
tions de la portée, de la maniabilité et de la mobilité 

L'activité motrice spontanée des systèmes biologiques, y compris 
l’homme, n'est certes pas définie par leurs seules propriétés géomé- 
triques ou mécaniques. Mais on ne peut nier qu'avec les propriétés 
biologiques, la géométrie et la mécanique des « mécanismes » vi- 
vants définissent dans une grande mesure les particularités de leur 
motricité. 

Quant à la mobilité du bras, on peut nommer toute une série de 
synérgies qui ont pour fonction la réalisation d’une vitesse maximale 
de déplacement de la main, notamment les mouvements qu'’effectue 
le bras lors des lancements d’engins sportifs (javelot, poids, disque). 
Le succès de tout le mouvement est en fin de compte défini précisé- 
ment par la valeur et la direction de la vitesse que le sportif saura 
conférer à l’engin. Le bras n’est évidemment pas le seul organe qui 
participe à l’exécution de tels mouvements. Une analyse détaillée 
nécessiterait une étude de la mécanique du BM archicomplexe qu'est 
le corps humain. Néanmoins, sans entrer dans le détail d’une telle 
analyse, on peut affirmer que la mobilité joue un rôle de premier 
plan dans de pareilles situations motrices. On a donc tout lieu de 
croire qu’une bonne concordance quantitative des valeurs acquises 
par l’analyse de la mobilité du bras avec ses dimensions géométri- 
ques réelles n’est pas fortuite. 

Examinons les résultats obtenus aux $$ 5.3, 7.5 d’un point de 
vue plus général [63]. 11 nous semble que les mécanismes d’activité 
motrice spontanée de l’homme sont justiciables des hypothèses sui- 
vantes: 1) il existe un groupe de critères caractérisant les diverses 
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« qualités » de fonctionnement de l’organisme dans son ensemble et 
de ses différentes parties ; 2) les estimations quantitatives de ces cri- 
tères peuvent être exprimées à l’aide des paramètres mécaniques de 
l'organisme (ses dimensions caractéristiques, masses, moments d’iner- 
tie des parties du corps participant au mouvement en question); 
3) les valeurs moyennes des paramètres constituent la solution opti- 
PT (ou proche de l’optimale) du problème pluricritériel correspon- 
ant. 

Deux choses sont à préciser ici. Premièrement, on entendra par 
optimalité une optimalité locale, puisque la « construction » du 
corps est unique, à la différence de la multiplicité des constructions 
des systèmes techniques. Deuxièmement, comme nous l’avons déjà 
noté au $ 2.4, la notion même de solution optimale d’un problème 
pluricritériel n’est pas univoque. S'agissant de systèmes biologiques, 
il n’est sans doute pas possible de constituer une famille plus ou moins 
complète de critères de qualité, et on est donc obligé de se conten- 
ter des critères les plus importants. Il conviendrait plutôt de com- 
prendre l'optimalité au sens de Pareto, en entendant par là l’« ina- 
méliorabilité » du système, l'impossibilité d'améliorer les valeurs de 
certains critères sans nuire aux autres. 

Il nous semble que les questions d'établissement des critères 
d'activité motrice et de mise au point de méthodes de construction 
de leurs estimations quantitatives méritent une attention particu- 
lière de la part des chercheurs. Les études doivent porter sur la struc- 
ture et le fonctionnement de la musculature, et éventuellement sur 
les éléments d'activité du système nerveux central. 

En cherchant à expliquer la « construction » du corps humain du 
point de vue de l’optimalité, il faut souligner les différences de prin- 
cipe qui existent dans la position des problèmes d'optimisation des 
systèmes techniques et biologiques. 

Pour un système technique, les critères de qualité sont supposés 
connus et donnés. Le problème d’optimisation se résout dans ce cas 
en deux étapes : 1) étape d'analyse, ou recherche des relations expri- 
mant les critères de qualité en fonction des paramètres du système; 
2) étape de synthèse, ou recherche des collections optimales (pour 
l’ensemble donné de critères) de paramètres. Au niveau actuel du 
développement des techniques, le problème de la‘synthèse optimale 
s'avance au premier plan. 

Pour les systèmes biologiques, la solution du problème d’optimi- 
sation est « trouvée » par la nature elle-même, les critères de qualité 
restant pourtant inconnus, comme nous l'avons déjà remarqué. De 
cette façon, dans le cas des systèmes biologiques on a à résoudre le 
problème de synthèse des critères de qualité à la place du problème 
de synthèse des solutions optimales. Si pour un système biologique 
on arrive à reconstituer la collection de critères pour lesquels les 
valeurs données des paramètres constituent la solution optimale (ou 
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proche de l’optimale), on a toutes les raisons de croire que les critères 
en question sont effectivement essentiels au fonctionnement de l’or- 
ganisme et permettent d'expliquer pourquoi la « construction » vi- 
ue donnée a acquis précisément ces paramètres au cours de l’évo- 
ution. 

Nous espérons que l’application de l'approche proposée dans ce 
livre à l'étude des propriétés intrinsèques des systèmes biologiques 
caractérisant leur activité motrice permettra d’éclaircir toute une 
série de questions d'organisation et de construction de leurs mouve- 
ments et ouvrira peut-être une des voies les plus prometteuses de dé- 
veloppement de la biomécanique des mouvements spontanés. 


$ 7.6. Reprise des BM 


Les robots industriels travaillent en général dans des régimes cy- 
cliques. Suivant le travail à effectuer, chaque cycle peut compor- 
ter plusieurs intervalles alternés de mouvement et de repos. Dans ces 
conditions il est essentiel d’assurer un démarrage suffisamment rapi- 
de du système. La propriété dont dépend ce démarrage s'appelle 
reprise. Elle est caractérisée par les valeurs admissibles des accéléra- 
tions de la pince du BM. Dès le début il faut convenir des hypothèses 
restrictives sous lesquelles l’étude de cette propriété sera entreprise 
ici. 

Dans le cas général, pour déterminer les valeurs admissibles des 
accélérations, il faut résoudre entièrement le problème de la dynami- 
que. Sans évoquer les difficultés de calcul à surmonter, envisageons 
plutôt un autre aspect du problème, aspect de principe. Nous avons 
souligné plus d'une fois que l'approche développée dans ce livre doit 
avant tout faciliter l'étude des propriétés générales, intrinsèques des 
BM, indépendamment de la réalisation concrète de la multitude des 
mouvements possibles. Cette prémisse impose certaines restrictions 
sur les états qui peuvent être étudiés. En effet, dans un problème de 
la dynamique il faut tenir compte des conditions initiales du mou- 
vement, parmi lesquelles figurent tant les valeurs des coordonnées 


généralisées p; que celles des vitesses généralisées p;. Le nombre des 
états possibles du mouvement dans une configuration donnée (ils sont 
décrits par le polyèdre des vitesses D) est infini et il est fort dou- 
teux qu'ils soient utiles lors de l'étude des propriétés intrinsèques 
des BM, d'autant plus qu’à chacun de ces états sont associés des 
facteurs dissipatifs intervenant au niveau des couples cinématiques. 

Vu ceci, bornons-nous à considérer un seul état du BM, celui qui 
correspond au début du mouvement. Par conséquent, la reprise sera 
dans la suite liée uniquement aux valeurs des accélérations du BM 
à l’instant de démarrage. On suppose en outre qu’à cet instant le BM 
n’est sollicité par aucune force extérieure, sauf les forces de pesañ- 
teur. L'opération élémentaire correspondante, que nous allons appeler 
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opération de démarrage, s'énonce comme suit: en un point donné 
x de l'espace de travail, imprimer au point C de la pince une accéléra- 


tion de vecteur w = (w,, w,, w;) pour des qj connus et p; = 0, j = 
= 1, sn. 

L'opération de démarrage présente cette particularité spécifique 
que la possibilité de sa réalisation dépend non seulement de la géo- 
métrie du BM et des propriétés des actionneurs, mais aussi des carac- 
téristiques d'inertie du BM [39]. 

Nous avons mentionné au $ 7.1 que, pour réaliser une loi de 


mouvement donnée x (t), il faut que les valeurs des vitesses x (à) 


et des accélérations x (t) puissent varier dans certaines limites bien 
déterminées. L'analyse de la mobilité du BM répond en particulier 


à la question de savoir si les valeurs données des vitesses x tiennent 
dans les intervalles que peuvent assurer les actionneurs. Rappelons 
que l'analyse de la portée (ch. 4) répondait à une question analogue, 
concernant la position instantanée x (t) de la pince. 

Quant à l’analyse de la reprise, elle ne permet pas de connaître 
la réponse concernant les accélérations réalisables à tout instant du 
mouvement du BM, mais seulement la réponse concernant le moment 
de démarrage. En même temps, tout comme les autres propriétés 
intrinsèques, la reprise permet d'élaborer une estimation globale 
des BM très importante, estimation qui caractérise l’une de leurs 
qualités dynamiques principales. 

La perfection de construction d’un BM est en fin de compte tribu- 
taire du choix plus ou moins heureux du rapport entre les puissances 
des actionneurs et la masse et les moments d’inertie de ses parties 
mobiles. Ce sont les valeurs de ces paramètres qui sont prises en com- 
pte lors de l'analyse de la reprise, dont l'estimation globale est 
en quelque sorte la « puissance spécifique +» du BM. 

Les questions de composition des BM font l’objet de discussions 
dans la littérature (56, 86, 93], notamment les questions concernant 
la disposition des actionneurs: on peut les intercaler directement 
dans les articulations mobiles ou bien les installer à part, sur un 
support fixe. Il va de soi que la seconde solution assure entre autre 
une meilleure reprise des BM. 

Pour évaluer la reprise d’un BM de configuration fixe, on procède 
à la construction de l’ensemble des vecteurs admissibles, d’accéléra- 
tion w. Comme dans le cas de la mobilité, les « dimensions » de cet 
ensemble sont caractérisées, dans l’espace de dimension correspondan- 
te, par son aire (pour des BM plans) ou par son volume (pour des BM 
spatiaux) que nous noterons Il. On calcule l’estimation globale II 
de la reprise d’un BM en prenant la moyenne des IL, suivant tout 
son espace de configurations (cf. $ 6.1). 

Pour déterminer la reprise IL, d’une configuration @, il faut 
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donner les valeurs limites des moments f; des actionneurs dans cha- 
que couple cinématique du BM: 


M<M,< M. (6.1) 


Afin de simplifier les notations, admettons que le mécanisme du 
BM comporte uniquement des couples de rotation de cinquième clas- 
se; s’il y a des couples de translation, il faut remplacer les valeurs 
des moments de forces par des forces et celles des moments d'inertie 
par des masses. 

L'accélération de la pince est donnée en fonction des valeurs des 
accélérations généralisées par la formule qui s'obtient par une déri- 
vation de (3.1) par rapport au temps: 


n n 
2c= D) BP + > aq; L (q5}2. (6.2) 
ji j=i 
Ensuite, étant donné qu’à l’instant de démarrage Q; = 0, on 
déduit de (6.2) une relation eo analogue à (3.1): 


xc= 5 (ACTE (6.3) 

j=i 
Malgré une coïncidence aussi spectaculaire des relations fonda- 
mentales, l'analyse de la reprise d’un BM n’en diffère pas moins de 
l’analyse de sa mobilité, puisque les limites de variation des valeurs 


admissibles de q, ne sont pas données, comme c'était le cas des Ph 
mais doivent être déduites des inégalités (6.1) en tenant compte des 
caractéristiques d'inertie du système. 


Pour déterminer les valeurs admissibles de eh écrivons pour le 
BM considéré les équations de sd de deuxième espèce 


d ô‘T 
el 6.4 
ar (ae) — er = @» (6.4) 
liant les accélérations généralisées et les forces et moments agissant 
sur le BM. Ici 7 est l'énergie cinétique du système, Q; est la force 
généralisée (moment) correspondant à la j-ième coordonnée. 
L'énergie cinétique T est, comme on le sait, la forme quadrati- 
que homogène des vitesses généralisées : 
ñn 
. 4 ee ee. 
Tr D bn(o po (6.5) 
3h 
Les coefficients b;, dépendent du vecteur des coordonnées géné- 
ralisées du BM. En portant (6.5) dans (6.4), on Houxe après déri- 
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vation (ôT/ôp; = 0, car g;'= 0) 
À bn Pr= Qi. (6.6) 


Conformément à (6.6), la valeur æ; de l'accélération généralisée du 
j-ième couple est déterminée non seulement par la force généralisée 
correspondante Q; mais par tout le vecteur des sollicitations Q = 
— (Q@:, -.., Q,). Vu ceci, nous n’allons pas chercher les valeurs 


limites des accélérations @s, mais en utilisant simultanément (6.3) 


et (6.6), nous exprimerons x. en fonction des M. 

Dans le cas considéré, la force généralisée Q; est déterminée par 
le moment M; du j-ième actionneur et le moment de chargement 
My; défini par le poids des éléments du BM qui se déplacent lors de 
la Variation de p; (on admet que les forces de frottement sont nulles 
à l'instant de démarrage, c'est-à-dire que le frottement dans les ar- 
ticulations est considéré comme visqueux): 


QG = M; + My (6.7) 


Puisque le mécanisme du BM représente une chaîne d'éléments arti. 
culés, on a 


Moy =M + Mit + Min; (6.8) 


où l’on a désigné par M3, la composante du moment de chargement 
M;s. correspondant au k-ième élément. On suppose que les moments 
M; peuvent varier indépendamment dans les limites définies par 
(6.1) ; les moments M}, sont des fonctions des coordonnées généralisées 
du BM et sont constants pour une configuration donnée @. Pour 
cette raison, les composantes M,, des forces généralisées n "exercent 


leur influence que sur les valeurs limites des accélérations Xe et non 
sur l'estimation Il, de la reprise du BM. Quant aux moments de 
chargement W,,, nous remettons leur construction au prochain cha- 
pitre (cf. $ 8.1) où nous en aurons besoin pour l'étude de la com- 
pliance et du pouvoir porteur des BM. 


En portant (6.7) dans (6.6), on s Mo que les quantités q, 
dépendent linéairement du vecteur M = (M,, ..., M,) des mo- 
ments de lactionneur, © ‘est-à-dire ‘que, compte tenu de (6.1), l'en- 


semble des vecteurs p = = (Qu lis Pn) des accélérations généralisées 
du BM forme un polyèdre convexe dans l'espace de dimension n 
(rappelons que dans le cas de la mobilité, l’ensemble des vecteurs des 
vitesses généralisées était un parallélépipède dont les faces étaient 
parallèles aux plans de coordonnées). Il en résulte que les valeurs 


limites des accélérations g; correspondant aux sommets du polyè- 
dre admissible r-dimensionnel sont liées entre elles, tandis que les 
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valeurs limites (1.1) des vitesses généralisées étaient considérées 
comme indépendantes. 

Il est utile de représenter (6.3), ainsi que (6.6) et (6.7), sous for- 
me matricielle: È 


xc=H9, Bg=M+M,. (6.9) 


Les colonnes de la matrice H de type (3,n) ne sont autres que les 
vecteurs &,, B = {b;x (p)}, My = (Mas : + +» Mgn), C'est-à-dire que 
la matrice H décrit les caractéristiques cinématiques des BM, et la 
matrice B, leurs caractéristiques d'inertie. Vu que l'énergie ciné- 
tique 7 est donnée par une forme quadratique définie positive, le 
déterminant de la matrice B est distinct de zéro et son inverse B-1 
existe. Ceci nous permet de résoudre la deuxième relation (6.9) par 


rapport aux variables Q;: 


g=B8M+M,), (6.10) 
puis, en portant cette solution dans la première relation (6.9), d’ex- 
primer Xc en fonction de M: 


xc = HB4(M+M,). (6.11) 
La relation obtenue étant linéaire, l’ensemble de tous les vecteurs 


possibles x. représente lui aussi un polyèdre convexe qu’on peut ap- 
peler polyèdre des accélérations admissibles de la pince, par analo- 
gie avec le polyèdre D, envisagé lors de l'analyse de la mobilité. 
La relation (6.11) ne diffère formellement de la relation analogue 
(3.1) pour les vitesses que par sa non-homogénéité. Ceci devient par- 
faitement évident, si l’on désigne par &; les colonnes correspondantes 
de la matrice HB-! et par &, le vecteur HB-1M,: 


xe = EM +... + EnMn + do (6.12) 


Le terme supplémentaire Ë, traduit une simple translation du polyè- 
dre des accélérations admissibles, sans modifier sa forme ni son 
volume IL, qui se calcule par la même formule que l’estimation de 
la mobilité Mo: 
Uo= D l'E x B)I(MI— Mi) (MM) (Mi—Mi). (6.13) 
1S1<I<hEN 

Il, est indépendant de &, parce que la force de pesanteur, qui 
diminue la valeur limite de l'accélération de la pince dans une direc- 
tion f, permet en même temps d'augmenter cette accélération de la 
même valeur dans le sens opposé —$. On n’a besoin de connaître 
&o que pour effectuer les calculs des valeurs limites des accélérations 
dans une direction donnée. Nous n’allons pas nous y arrêter, ces 
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calculs étant parfaitement analogues à ceux nécessités pour la dé- 
termination des vitesses admissibles ; dans ce cas aussi on procède 
en M les équations des faces du polyèdre admissible (cf. 
$ 7.4). 

Il ressort des formules (6.11) à (6.13) que pour calculer l’estima- 
tion I, il faut préalablement déterminer les éléments des matrices 
H et B. On construit la matrice H, dont les colonnes £; sont données 
par la relation (3.1), en dérivant la fonction de position du BM. 
au à la matrice B, sa construction mérite une explication détail- 
ée. 

Puisque la matrice B est définie par l'énergie cinétique du systè- 
me, il faut donner préalablement 1) les valeurs des masses et des 
moments d'inertie de tous les éléments du BM;2)les coefficients de 


proportionnalité entre les vitesses généralisées ; et les vitesses de 
translation et les vitesses angulaires des éléments. Le premier grou- 
pe de données renferme les paramètres d'inertie constants du BM 
(leurs valeurs doivent être connues), le second, les caractéristiques 
cinématiques variables (dépendant des coordonnées généralisées 


p;). On peut par exemple les calculer comme proposé ci-dessous. 
Il a été montré au $ 4.3 que le produit matriciel A4: ... An 
définit, dans le système de coordonnées fixe, la position et l’orienta- 
tion du repère associé au k-ième élément du manipulateur. Donc pour 
trouver la position x, du centre de gravité du k-ième élément, expri- 
mée en coordonnées absolues pour des valeurs fixes des @;, il faut 
donner dans le k-ième repère le vecteur fixe correspondant x* — 


= (2h, 2h, ah, 1) (cf. (4.3.8)): 


x = Raxt, Ra = A4, An. (6.14) 


La dérivation de (6.14) nous fournit l'expression de la vitesse de 
translation du k-ième élément en fonction des vitesses généralisées 
pour # permiers degrés de mobilité: 


Rk 
e. e. 0A 
XR = » GnsP} Gas = À; .. Àj-1 CA Aj+: .….. AnxÀ. (6.15) 
i=i 
En se servant de (6.15), on trouve l'énergie cinétique T;. du mouve- 
ment de translation des éléments du BM 


n 
Tir D ma (xt). (6.16) 
Roi 
L'énergie cinétique T;, du mouvement de rotation de chacun 
des éléments se définit de façon analogue. 
L'’inertie du k-ième élément en mouvement de rotation est prise 
en compte à l’aide de la matrice ©, à éléments constants connus — 
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c'est son tenseur d’inertie exprimé dans le k-ième repère attaché au 
k-ième élément. Soit æ* le vecteur vitesse angulaire de l'élément 
dans le k-ième repère. Alors 


n 
1 
Trot = 7 » 1 (w*) 6,0". (6.17) 
ke 
Exprimons w*, tout comme x*, dans le système de coordonnées de 
base : 
wo, = Riot. (6.18) 
Ici R, est la matrice carrée d'ordre 3, composée des éléments se 
trouvant à l’intersection des trois premières lignes et des trois pre- 
mières colonnes de la matrice R,, et traduisant uniquement le chan- 
gement de coordonnées par rotation, sans translation. Rappelons 
qu'à la différence des vecteurs x, et x”, les vecteurs ©, et ©* sont 


tridimensionnels. Compte tenu de (6.18), la relation (6.17) nous don- 
ne 


Tir D) ‘(Ar on) On (Rx ‘on). (6.19) 
k=i 


Représentons le vecteur w;, comme la somme de ses composantes 
@13 traduisant chacune une vitesse généralisée 


Op = On +... + Our. (6.20) 

Le vecteur vitesse angulaire o,, est dirigé suivant l’axe z;_, de rota- 

tion du j-ième couple et sa valeur est égale à 6;, c’est-à-dire que dans 
le (ÿ — 1)-ième repère il s’écrit comme suit: 

of! = 6e, (6.21) 

où e; = ‘(0, 0, 1) est le vecteur unitaire de l’axe z;,. La relation 

(6.21) reste vraie aussi dans le cas où le j-ième couple est un couple 


de translation, puisqu'on a alors 6, = 0, y = 0. 
En passant aux coordonnées de base et en tenant compte de 
(6.18), on obtient de (6.20) et (6.21) 


L] CR 
Ok = 2, R;-e0;, (6.22) 


ce qui conjointement avec (6.19) permet de déterminer la composante 
T,.t de l'énergie cinétique. En faisant dans (6.16) et (6.19) la somme 
des coefficients scalaires affectant les produits des vitesses généralisées 


PP on obtient les valeurs cherchées b;, (@) des éléments de la ma- 
trice d'inertie B. 
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Il est vrai que la construction analytique de la matrice B peut 
s'avérer trop laborieuse. Mais le calcul numérique des b;, par la 
procédure décrite plus haut pour différents points @ de l’espace des 
configurations du BM ne présente pas de difficultés et peut être ef- 
fectué au cours de la construction des caractéristiques de la reprise. 

Si nous avons commencé notre étude de la précision et de la 
mobilité des manipulateurs par une analyse détaillée du quadrilatè- 
re plan et avons passé ensuite au cas général des BM de structure ar- 
bitraire, pour le cas de la reprise l'ordre inverse est plus logique. 
Ayant terminé la description de la méthode générale d'analyse de cet- 
te propriété, nous allons traiter deux exemples de construction ana- 
lytique des caractéristiques de la reprise qui seront illustrés par les 
résultats des calculs. 


$ 7.7. Exemples de calcul de la reprise 


A titre d'exemple, nous allons déterminer analytiquement la 
reprise d’un manipulateur plan et d’un manipulateur tridimension- 
nel à couples de rotation. 

Reprenons le mécanisme plan ouvert à trois éléments de Ia figu- 
re 4.11. Supposant que les centres de gravité des éléments coïncident 
avec leurs centres géométriques respectifs, on trouve 


Xi = (+ a,cos 0, _ a, sin 6,), 


1 1 £ 
xe=2x,+ (2-ac0s(8,4+0,), Tassin(&,+0,)), (7.1) 
Xc= 2 (X: —x4). 
Une dérivation de xç par rapport à 6, et 6, nous donne 

H= ( äxc 4xc = ( — li sin 6, — a, sin (8, +6.) — a sin a) 
a cos 8, + 2 COS (8, + 0,) &2 COS (6, + 6,) ° 
(7.2) 
L'énergie cinétique du mouvement de translation des éléments 


s 


est égale à 
To mi (a le+ mx, ( = 
= [+ (mai + mai) + _ Mod; (ai + a, cos e,) | 6: + 
++ Male (+ &> + a,cos 0.) 6,6, ++ a? . (7.3) 
En lui ajoutant l'énergie cinétique du mouvement de rotation 


To= + L6+ ET, (8,+ 6), (7.4) 
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où 7, et Z, sont respectivement les moments d’inertie des éléments 
I et 2, on obtient les éléments b,; de la matrice B: 


bi =+ [Ji+J2+ ma (a+ a, cos 0,)], 


1 1 1 
babes (J;+- maa,cos6,), b=-J,, (7.5) 
2 2 2 


Ji=Ji+ mat, 121, 2. 


Comme l’espace de travail et l’espace de configurations sont de 
même dimension (absence de redondance motrice), l’aire Il, du 
polygone des accélérations est directement proportionnelle à det H 
et inversement proportionnel à det B: 


I, = | det H | (det B)-! (M; — M;)(M;—M:). (7.6) 


Remarquons que dans le cas considéré la quantité | det H | — 
= &@ | sin 0, | représente le coefficient de proportionnalité tout 
comme dans l'expression de la mobilité (1.9). Il s’ensuit de (7.6) 


__ 4haa,lsin 60,1(Mi—M;) (M;—Mi) 
Te = —Stalsie 01 ED CM) (7.7) 
Jilatlamat+ (+ mea sin 0,) 


Pour le BM envisagé, la reprise d’une configuration , tout com- 
me sa mobilité, dépend de la valeur de l'angle 8,. Mais si le maxi- 
mum de la mobilité aux M, était toujours 
atteint pour 86,=:x/2, pour que cette valeur 
de 6, assure une reprise maximale il faut 
en outre que soit remplie la condition 


à 2 
JiJs+ mu > (+ M4,03) . (7.8) 


Sinon, le maximum de II, est atteint pour 
sin 6, < 1, c'est-à-dire que II, présente 
deux points d’extrémum pour différents 0.. 
En analysant (7.7), on remarque que la 
Fig. 7.6 reprise dépend de façon monotone de chacun 

* des paramètres d'inertie m;, 1; en diminuant 

avec leur augmentation et que les moments limites M; sont symé- 
triques dans cette formule (on peut intervertir leurs indices sans que 
Il, change de valeur), alors qu'il n’en est pas ainsi des paramètres 
my, 1j. La présence au dénominateur de (7.7) des termes dépendant 
uniquement de m, et Z, indique que l’inertie du deuxième élément 
exerce une influence plus grande sur la reprise et, donc, pour amé- 
liorer les caractéristiques dynamiques du BM il faut que le deuxième 
élément soit moins lourd que le premier. L'analyse de la reprise per- 
met d'évaluer quantitativement cet effet dynamique assez évident. 
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Quant aux caractéristiques gébmétriques a,, &, leur symétrie dans 
(7.7) est perturbée par la présence du terme /,m,a° au dénominateur. 
Cependant, l'écart par rapport à l'égalité a, — «a, peut provoquer 
tant l’augmenation que la diminution de la reprise, suivant les va- 
leurs de m,, 1; et 6, (le maximum de M, avait lieu pour a, = a;). 

Passons maintenant du BM plan au BM tridimensionnel, en in- 
troduisant un troisième degré de mobilité, à savoir la rotation autour 
de l'axe vertical x, (fig. 7.6). Désignons cet angle par 6, pour fa- 
ciliter l’usage des relations déduites pour le BM plan. Les coordon- 
nées des centres de gravité x, des éléments et du point caractéristi- 
que de la pince xç s'expriment au moyen des angles 6; comme suit: 


x = (+ a, cos 8, cos 8;, + a,c0 6, sin 6,. —+a sin 6) ; 


Xe = 2x, + (+ a, cos (0,+06,) cos 64, + c, cos (6, + 6,) sin 6, 


—+ assin (8,+6,)), (7.9) 
xc=2(x—x3). 
(6.9) nous donne 
ZçsC050, —a, sin (6, + 6,)cos8, —zcs | 
H= Zcs Sin0,s —assin(6, + 6)sin8, zci |. (7.10) 
—Zc1sec 03  a,cos(8, + 0,) 0 


En développant le déterminant de Æ suivant la dernière colonne, 
on trouve après transformations 


det H = aa, [a, cos 6, + a, cos (6, + 6,)] sin 6,. (7.11) 
Pour obtenir l’expression de l’énergie cinétique d’un BM tridi- 
mensionnel, il faut, outre les composantes (7.3) et (7.4), prendre en 


compte l'énergie de rotation du troisième élément 7 62/2 et l’énergie 
cinétique de mouvement des deux premiers éléments due au change- 
ment de 64. Ces termes supplémentaires peuvent être calculés sans 


tenir compte des quantités 6, et 6,, puisque les coefficients vectoriels 
correspondants dans les expressions des vitesses de translation et de 
rotation des éléments Z et 2 sont orthogonaux (cf. (6.15) et (6.20)): 


Gubis = ‘@rj@is = 0, à, j = 1,2. (7.12) 


Ceci explique l’absence de termes de la forme 6.6, et 6,8; dans l'ex- 
pression de l'énergie cinétique. Pour cette raison également, la com- 
posante 


T' = Tir + Trot, (7.13). 
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qui apparaît dans l'expression de l'énergie cinétique lorsqu'on pas- 
se du manipulateur plan au manipulateur tridimensionnel et qui 


est due à la prise en compte de la vitesse généralisée CA est propor- 


tionnelle à ë. L'énergie Tr est déterminée par la vitesse de transla- 
tion perpendiculaire au plan des éléments Z et 2. Elle est évidem- 


ment égale au produit de 6, par la distance du centre de gravité x; 
de l’élément à l'axe x;, d’où compte tenu de (7.9), 


Ti ms (2 +28) +m, (2, + 22) 


— + [+ 5 7 (acos 0,)?+ m, (a, cos 6, + _ as cos (6, + 6,)>] &: . 
(7.14) 


Pour le calcul de T+, supposons que les moments d'inertie des 
éléments Z et 2 sont identiques relativement à tous les axes passant 
par le centre de gravité de l'élément perpendiculairement à son axe 
longitudinal et valent comme auparavant J, et Z,. En outre, suppo- 
sons que les dimensions transversales de ces éléments sont petites 
devant leurs longueurs et négligeons les moments d'inertie suivant 
les axes longitudinaux. Les vitesses angulaires de tous les éléments 


sont identiques et égales en valeur absolue à 6,, alors que les angles 
entre le vecteur vitesse angulaire et les axes d'inertie principaux 
(transversaux pour les éléments Z,2et longitudinal pour l'élément 3) 
sont respectivement égaux à 6,, 6, + 6,, 0. Donc, 


Tiot = + LL cos? , + J, cos? (9, +-0,) + 31 6% (7.15) 
et, compte tenu de (7.13), (7.14), on trouve 
T'= bad = + [7 cos? 8,+ J, cos? (8,+ 8,) + 


+ 13+ m0, cos 6, (a, cos 0, + a, cos (8, + 6,))] ë. 
Puisque bis = b33 = 0, i = 1,2, on a (cf. (7.7)) 


det B—[J,J,+1,maai + ( + Maëas Sin 8, ) ï br (7.16) 


cette expression ne différant de la relation analogue pour le BM plan 
que par la présence du facteur b... Grâce à l’absence de redondance, 
la formule (7.6) reste vraie pour II, à condition d'y porter les expres- 
sions (7.11), (7.16) et de la compléter par le facteur M; — M,. 

L'’estimation IL, est maintenant fonction de deux coordonnées gé- 
néralisées 6, et 6,, mais elle s’annule toujours pour 8, = 0, x, lors- 
me Fa D des accélérations dégénère en un polygone (avec 

et = 0). 
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Rapportons les résultats de d'analyse numérique de II,. Pour sim- 
plifier les calculs, on a considéré les éléments Z et 2 comme des barres 


minces et donc mi = p&, li = mrudi, Ji = mat i = 1,2. 
Le domaine de variation de 6, et 86, (|0, IS x/2, 0< 6,< x) a 
été choisi de telle sorte que IL, reste invariable lors des changements 
de variables 

6, —_ 6, + TH, 6, = [2 et ê, = — LR 6, = —8,. (7.17) 


La figure 7.7 représente les lignes de niveau de la fonction adi- 
mensionné Il$ = (det H/det B) (pa) pour & = a, = a, I, = I. 


. s2 — xl4 0 zl4 alè 


Fig. 7.7 


On remarque que la reprise du manipulateur est sensiblement dif- 
férente pour différentes configurations. Le maximum de IL, est 
réalisé pour 6, = + x/2; 6, = 1/4, 3x/4 et est approximativement 
égal à 5,9. D'une façon générale, pour 6, fixe, le maximum de II, 
est atteint pour 6, — + x/2. Ceci signifie qu’une certaine diminu- 
tion du rayon de rotation (et donc de la valeur de la mobilité propor- 
tionnelle à det H) est largement compensée par la diminution du mo- 
ment d'inertie total par rapport à l'axe z.. Si les angles 6, et 6, 
sont liés par la relation 28, + 8,= x, le point C est situé sur l’axe 
zs, et la mobilité et, par conséquent, la reprise s’annulent. Résu- 
mons: si la valeur de l'angle 6, n’exerçait aucune influence sur la 
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reprise des BM plans, dans le cas spatial elle devient prépondéran- 
te. La figure 7.7 montre que, même pour des manipulateurs de struc- 
ture relativement simple, la répartition des valeurs de la reprise 
dans l’espace de configurations, définie par le rapport des caracté- 
oi géométriques et d'inertie, possède un caractère fort com- 
pliqué. 

L'estimation globale II* de la reprise a été calculée comme la 
moyenne des valeurs IIS dans le domaine 8; | x. La figure 7.8 


Fig. 7.8 


montre les courbes de variation de II* en fonction du rapport a,/a 
pour & + & = 2a constante et différentes valeurs de qg = Z3/paÿ. 
Notons avant tout un accroissement rapide de I1* pour de faibles va- 
leurs de a,. D’une part, lorsque a, —+ 0, on a également det H — 0, 
mais en même temps diminuent les éléments b,; de la matrice B. 
La quantité det B tend vers zéro plus vite que det H et le cas de 
« dégénérescence » du manipulateur (a, + 0) conduit à un accrois- 
sement illimité de II*. 

A la différance de la mobilité, la reprise prend pour a, = & 
une valeur voisine de la minimale. Ce fait a une explication: l'hy- 
pothèse de l'égalité des masses des deux éléments. Or cette hypothèse 
n’est pas justifiée par des considérations constructives. En effet, 
puisque les charges dynamiques subies par le deuxième élément sont 
bien moindres que celles subies par le premier, on a tout intérêt 
à alléger ce deuxième élément pour accroître la reprise. 


CHAPITRE 8 


STATIQUE DES BM : COMPLIANCE ET 
POUVOIR PORTEUR 


$ 8.1. Compliance des BM 


Dans ce chapitre, nous étudions le groupe des propriétés mécani- 
ques intrinsèques des manipulateurs dont font partie la compliance 
et le pouvoir porteur. La compliance d’une chaîne cinématique est 
caractérisée par les déformations qu'elle subit dans des conditions 
statiques ou quasi statiques de chargement lorsqu'elle est sollicitée 
par un système de forces extérieures. Nous avons signalé au $ 6.2 
que les déformations élastiques de BM constituent une source 
d'erreurs non négligeable affectant leur précision de positionnement. 
On distingue deux causes d’apparition des déformations élastiques. 
D'une part, la compliance des actionneurs des couples cinématiques, 
de l’autre, la compliance des éléments mêmes des BM. Par com- 
pliance d’un actionneur on entend la variation de la coordonnée géné- 
ralisée ; « aval » sous l’action d’une charge extérieure appliquée 
au BM. Pour la plupart des constructions des BM, la compliance des 
actionneurs est beaucoup plus grande que celle des éléments. De tel- 
les structures peuvent alors être considérées comme des mécanismes à 
éléments rigides et à liaisons élastiques [65]; ces dernières simulent 
les propriétés élastiques des actionneurs. 

La compliance est responsable du fait que les mouvements réels 
du BM diffèrent des évolutions définies par le programme; des erreurs 
cinétostatiques apparaissent. On cherche les lois de répartition de 
ces erreurs sous l'hypothèse qu'elles sont faibles par rapport aux di- 
mensions des éléments et n’introduisent pas de changements dans 
le système de forces extérieures. En outre, on admet que pour toutes 
les configurations des BM les caractéristiques élastiques des action- 
aeurs sont linéaires dans les limites des déformations. Ces hypothèses 
permettent de décrire la répartition des erreurs cinétostatiques par 
des relations linéaires et d'utiliser le principe de superposition. 

Introduisons l'opération élémentaire de chargement: appliquer 
au point caractéristique C de la pince un vecteur force p = (P1, P:, Ps). 
Nous en aurons besoin dans nos études de la compliance des BM. 
Un effort de chargement sollicitant la pince du BM provoque de fai- 
bles déformations élastiques. Les moments des forces élastiques se 
définissent à partir des conditions d'équilibre de la chaîne cinéma- 
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tique du BM. L'erreur de positionnement résultante, due à la compli- 
ance, est recherchée par la sommation sur la pince des déformations 
élastiques de tous les actionneurs de la chaîne. La procédure est tout 
à fait analogue à la sommation des erreurs de commande lors de 
l’analyse de la précision (cf. aussi la sommation des vitesses généra- 
lisées et des accélérations généralisées au chapitre 7). 

A la différence des erreurs de commande (ch. 6) qui étaient sup- 
posées aléatoires, les déformations élémentaires Ag; sont définies 
sans ambiguïté par la donnée de la force de chargement pet des carac- 
téristiques élastiques des actionneurs; la recherche de ces déforma- 
tions constitue une étape importante du calcul de l'erreur de charge- 
ment résultante (une pareille analyse par étapes, comprenant l'étape 
de la recherche des accélérations généralisées suivie de celle de leur 
sommation, a déjà été utilisée lors de l’étude de la reprise). 

Précisons ce que nous entendons par résultat d'exécution d’une 
opération élémentaire de chargement. Pour les propriétés géométri- 
ques et cinématiques des manipulateurs, chaque collection des para- 
mètres d’une opération élémentaire est soit réalisable, soit non réa- 
lisable. Nous supposons que l'opération de chargement, comme 
d’ailleurs l'opération de positionnement lors de l’analyse de la pré- 
cision ($$ 6.3, 6.6), est réalisable en tout point de l’espace de travail 
du BM et que son résultat est toujours caractérisé par l’erreur de 
positionnement Axe, due cette fois aux déformations et non aux er- 
reurs primaires [59]. 

Vu la variation linéaire de l’erreur Axe en fonction de la force 
de chargement, nous pouvons considérer les seules opérations avec 
|p | = 1. Les paramètres de chargement sont alors le point x de 
l'espace de travail et le vecteur unitaire p d'orientation arbitraire. 
On cherche l'estimation Q, de la compliance du BM dans une confi- 
guration q en prenant la moyenne de | Axc | suivant toutes les 
directions possibles de p: 


Cor À lAxcldp, (1.1) 


où dp est l’élément de la sphère unité. On remarquera que le rempla- 
cement des paramètres aléatoires de l'opération de positionnement 
(erreurs primaires) par les paramètres déterministes (vecteur p) a 
pour conséquence une variation correspondante du domaine d'’inté- 
gration lors du calcul de Q,. En outre, dans l’étude de la précision, 
les méthodes d'analyse des variables aléatoires nécessitaient le re- 
cours à l’erreur moyenne quadratique de positionnement 0$ com- 
me estimation de la précision. Quant à l’erreur, elle est caractérisée 
dans ce cas par ce qu’on appelle écart type 04. Dans l’étude de la 
compliance, on a intérêt à utiliser directement l'erreur | Axc | 
lorsqu'on cherche à construire l’estimation Q4. 
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Passons à la construction de l’érreur de positionnement résul- 
tante Axe d’après le vecteur ue P = (P1s Pas Ps) de la force ap- 
pliquée au point C de la pince. L'erreur Axe est liée aux déformations 
élémentaires A; par la même relation que dans le cas de la préci- 


sion : 
Axc — GA +... + En APns (1.2) 


reste à définir A; d’après p donné. Le vecteur de déformation 
Ag = (A1, - -., AA) caractérise la position d'équilibre stable 
de la chaîne cinématique du BM sous l'effet de toutes les forces qui 
sont appliquées. Commençons par calculer les forces et déformations 
élastiques dues à l’action de la force de chargement p (le poids des 
éléments n’est pas pris en compte à cette étape, puisque les défor- 
mations qu’il provoque peuvent être calculées indépendamment à 
l'aide du principe de superposition). 

En admettant que les caractéristiques des actionneurs sont 
linéaires, on représente l'énergie potentielle de leurs déformations 
élastiques sous la forme 


=+ D k (App, (1.3) 
ji 


où k} est le coefficient de rigidité du j-ième actionneur (quotient du 
moment M; des forces élastiques par la valeur de la déformation 
A; qu’il a provoquée). 

La condition d'équilibre statique du mécanisme s'exprime par 
l'égalité entre les dérivées partielles de l'énergie potentielle 


= A9, (1.4) 


et les moments généralisés M, correspondants de la force p par rap- 
port aux axes des couples cinématiques: 


M, = ‘pbs. (1.5) 
D'où 
As = kjt (pbs); (1.6) 


en portant (1.6) dans (1.2), on trouve l'erreur de positionnement ré- 
sultante de la pince du BM: 


Axç=S #7° (PB). (1.7) 
j=i 
Exprimons (1.7) sous forme matricielle. En nous servant des no- 


tations du $ 7.6 (cf. (7. 6.3) et (7.6.9)), récrivons (1.2) et (1.6) com- 
me suit: 


Axc = HAg, Ag= E (‘H)p. (1.8) 
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La matrice H est la même qu'au $ 7.6; elle est de dimension 3 X n, 
sa j-ième colonne représente la dérivée partielle du vecteur Axe 
par rapport à la coordonnée ;. La matrice À = {6,3k;5'} est dia- 
gonale, ses éléments coïncident avec les compliances k;' des action- 
neurs. 

(1.8) nous donne l’expression matricielle de (1.7): 


Axc = HK (Hp. (1.9) 


Appelons la matrice HK (‘H), qui exprime la relation existant 
entre la force de chargement p et l'erreur de déformation Axc, 
matrice de compliance pour la configuration œ. Cette matrice est de 
toute évidence symétrique. 

On remarque que la matrice de compliance a une structure iden- 
tique à celle de la matrice de covariance S, (cf. (6.6.4)) pour les 
erreurs de commande ; seuls diffèrent les éléments des matrices dia- 
gonales K et S, qui traduisent en quelque sorte le « poids » de cha- 
cune des coordonnées généralisées. La matrice de compliance dé- 
pend des compliances « spécifiques » des actionneurs dans la même 
mesure que la matrice de covariance S4 dépendait des variances des 
erreurs de commande. 

La relation (1.9) sert de base à la construction des estimations de 
compliance Q (, B) et @. A la différence des estimations de la mo- 
bilité et de la reprise dans une direction donnée, qui nécessitaient 
le calcul des valeurs limites de la vitesse ou de l'accélération cor- 
respondantes, on prend pour estimation @ (æ, B) de la compliance 
d’une configuration @ dans une direction $ la valeur de l'erreur 

| Axc |, causée par la force unitaire, c'est-à-dire le coefficient de 
proportionnalité entre la valeur de la force agissant dans la direction 
B et la valeur de l'erreur de positionnement qui lui correspond: 


Q( B)=1IÆ2K(Hpl/lpl. (1:10) 


En prenant la moyenne des Q (p, B) suivant toutes les directions 
B, on obtient l'estimation Q, de la compliance du BM dans la con- 
figuration @. Compte tenu de (1.9) et (1.10), récrivons (1.1) sous la 
forme 


Co | IAA (EH)pldp. (1.41) 
Ipl=1 


Ainsi, l'estimation Q, coïncide avec la valeur moyenne de l'er- 
reur de positionnement de la pince sollicitée par une force unitaire 
de direction aléatoire. 

Les vecteurs des déformations Ax, dus à toutes les charges uni- 
taires possibles (| p | — 1) forment dans l’espace de travail du BM 
un ellipsoïde (puisque cette surface s'obtient par la transformation 
linéaire (1.9) de la sphère unité). Appelons cet ellipsoïde, ellipsoïde 
de compliance, et ses axes, axes principaux de compliance de la confi- 
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guration q. Les longueurs À,, 4. et À, des demi-axes de l’ellipsoïde 
de compliance sont égales aux racines caractéristiques de la matrice 
de compliance HK (‘H), et l'estimation Q@, est la distance moyenne 
du centre de l’ellipsoïde à un point aléatoire choisi sur sa surface. 
Si la force de chargement p est dirigée suivant un axe de l’ellipsoïde 
de compliance, l'erreur Ax. est colinéaire au vecteur p avec un coef- 
ficient de proportionnalité À;; sinon, les directions de Axe et de 
p forment un angle qui est néanmoins toujours inférieur à x/2, puis- 
que le travail d’une force de chargement doit être une quantité po- 
sitive. 

Le changement d'orientation de l’ellipsoïde de compliance dans 
l’espace n’a pas d’effet sur la valeur de Q@, qui dépend donc unique- 
ment des valeurs des racines caractéristiques À;. Imposer à toutes 
les À; une variation proportionnelle, c'est faire subir à l'ellipsoïde 
de compliance une homothétie, c’est-à-dire que Q@, est une fonction 
homogène des À,;: 


Qe = Qe (a es Às) — k:Qe (M/ À Âe/ ss 1). (1.12) 


Pour expliciter la variation de Q, en fonction des À;, introduisons 
les coordonnées sphériques n, et n, dans l'espace des vecteurs unitai- 


res p — (P1r Ps, Ps) 
Pi = COS M1 COS Ms, Ps — COS Mi SiN Me, Ps = SÈN M 
dp = cos m1 dm de, 


de telle sorte que le plan équatorial n, = 0 coïncide avec le plan des 
axes principaux de compliance correspondant aux racines À, et 
2», et en comptant n, à partir du premier de ces axes. En portant alors 
p dans le second membre de (1.9), on obtient au premier membre 


Axc = (AnP1s AoPar MsPs)s 
et l'intégrale (1.11) prend la forme 
a/2 a/2 


À \ {1G@1/4)° cos? ne + (A2/À3)?sin? n2] COS? 1, + sin? n,}1/2 X 
‘o 
X cos 11 di de. (1.13) 


Q= 7 


x 


Lorsque l’une des racines caractéristiques À; s’annule, l’ellip- 
soïde dégénère en ellipse. L'erreur de déformation Ax. se situe dans 
le plan de cette ellipse, et la chaîne cinématique du BM présente une 
rigidité absolue dans la direction perpendiculaire à l’ellipse de com- 
pliance. Il est à noter que dans le cas considéré l'estimation Q 
reste strictement positive (puisque seulement l’un des termes de la 
somme figurant entre accolades s’annule dans (1.13)), à la différen- 
ce des estimations de la mobilité 4, et de la reprise IT, qui s’annulent 
lors de l’abaissement de la dimension des polyèdres correspondants. 
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Cette différence est la conséquence immédiate des conditions parti- 
culières de construction des estimations R, pour différentes opérà- 
tions élémentaires: il existe certaines configurations des BM dans 
lesquelles les vecteurs x et w des opérations de déplacement et de dé- 
marrage ne peuvent avoir que des directions bien déterminées, alors 
que Axç nes’annule pour aucune direction de chargement, sauf la 
direction de l’axe correspondant de l’ellipsoïde de compliance. 

Puisque l'intégrale (1.13) ne s'exprime pas par des fonctions élé- 
mentaires, les valeurs de Q,/À; ont été déterminées par calcul nu- 
mérique pour différentes valeurs de À, et À, et en admettant que 
M < Àgr Àe < À3. Il s’est avéré que les lignes de niveau de la fonction 
Qœ (M: Àe, 1) sur le plan des paramè- 
tres À, et À, sont voisines des cercles 
concentriques de centre en l’origine 
des coordonnées. Ce comportement de 
la fonction Q4 (A, À2. 1) rend possible 
son approximation par des fonctions 
de la forme 


h=[++4+0m (449 


présentant des lignes de niveau analo- 
gues. Il s’est avéré que l'erreur d’ap- 
proximation est minimale pour 
u — 0,58, étant sensiblement infé- 
rieure à 3 % sur la plupart du do- 
maine 0< | A] 1 [59]. Ceci ressort avec évidence de la figure 8.1 
où sont représentées les lignes de niveau du rapport Qs/foss- 

L'erreur d’approximation est maximale pour À, = À, = 0; dans 
ce cas, il est aisé de calculer Q, analytiquement. En effet, substi- 
tuant À, = À, = 0 dans la formule (1.13), on trouve 


a/2 
Qe (0, 0, à) = + pe \ sin 2; dia = + À. 
0 


Ce résultat signifie que dans le cas limite où la pince ne peut se 
déplacer que suivant une direction unique (l’ellipsoïde dégénère en 
un segment) et les .déformations de la chaîne cinématique sont élas- 
tiques, la moyenne des déplacements du point C sous l'effet d’une 
force unitaire agissant dans une direction quelconque est alors deux 
fois moindre que lorsque cette force agit suivant un axe de com- 
pliance. 

D’après (1.14), on a f,58(0, 0) = (1/3)-0,58= 0,53, ce qui cor- 
respond à une erreur d’approximation en ce point approximative- 
ment égale à 6 %. L'erreur décroît rapidement en valeur absolue 
avec l'accroissement de.A, et À. ° 
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Ainsi, en cherchant à estimer la compliance d'un BM, on peut 
se limiter avec une précision voulue au calcul des racines caractéris- 
tiques À; de la matrice de compliance HX(‘H) et déterminer ensuite 
l'estimation approchée Q, en se servant directement de la formule 
(1.14). 

Jusqu’à présent nous n’avons pas pris en compte le poids myg 
des éléments du BM qui apportent, eux aussi, leur contribution à 
l'erreur de positionnement Axe due aux déformations élastiques des 
éléments. Si l’on suppose que les caractéristiques élastiques des action- 
neurs sont linéaires, cette composante de l’erreur, que nous note- 
rons Ax,, ne dépend pas de la force de chargement p appliquée à la 
pince, mais est une fonction de la configuration @. Pour trouver cette 
composante, représentons le vecteur des déformations Ag, sous for- 
me de la somme des vecteurs A;g dus chacun au poids de l’élément 
correspondant. On considère que le poids du j-ième élément est ap- 
pliqué au point x; dont les coordonnées sont connues (cf. (7.6.14)). 
La déformation A; peut alors être calculée d’après une formule ana- 
logue à la deuxième relation (1.8) où, au lieu du vecteur p, doit fi- 
gurer le vecteur p; ( | p; | = m;g) appliqué au point x; et non pas 
au point xc. La matrice H sera remplacée par H; — {ôz;:/8p,}, 
dont les colonnes représentent les dérivées partielles du vecteur 
X; par rapport aux coordonnées généralisées du BM: 


Ag = K (‘H;) ps. (1.15) 


Remarquons que dans la matrice H; tous les éléments des colon- 
nes d'indice r > j sont nuls, car la position du j-ième élément du 
manipulateur ne dépend pas des coordonnées généralisées p;+1, . . . 
+... Pn- Par conséquent, A;g n'est fonction que des rigidités 
kiss. Kg 
En faisant la somme des vecteurs A;, on obtient le vecteur ré- 
sultant Ag, des déformations dues au poids des éléments du BM: 


As = A1p +... + Any, (1.16) 


après quoi l’erreur de déformation Ax, se calcule selon la première 
formule (1.8) 


n 


Ax,=HAg,= à HK('H;)ps (1.17) 
F1 
La quantité V4 = | A | x, représente l'estimation de la com- 


pliance du BA sous l'effet du poids dans la configuration g. C'est aus- 
si l'écart du centre de l’ellipsoïde de compliance par rapport au point 
C, si l’on tient compte de la pesanteur lors des calculs de l’erreur 
de positionnement due aux déformations élastiques. En substituant 
No à Re dans les relations (6.1.4) et (6.1.1), on obtient l'estimation 
Nx de la compliance au point x et l'estimation globale N de la com- 
pliance du manipulateur sous l'effet de la pesanteur. 
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Nous avons donc, pour caractériser la compliance d’un BM, deux 
estimations : Q% et No, la première décrivant l'erreur de positionne- 
ment résultante, provoquée par les déformations élastiques des action- 
neurs sous l'effet de la force unitaire appliquée à la pince dans une 
direction arbitraire (charge extérieure), la seconde, la composante 
de l'erreur due au poids des éléments. L'estimation Q, permet d'éva- 
luer l'élasticité globale des actionneurs, compte tenu des paramètres 
géométriques concrets de la chaîne cinématique, alors que l'estima- 
tion V, met en évidence la relation existant entre l’élasticité et le 
poids des éléments. 


$ 8.2. Exemples de calcul de la compliance 


Traitons quelques exemples de calcul analytique des estimations 
de la compliance, tout comme nous l'avons fait pour la reprise. 
Commençons par le cas d’un mécanisme plan ouvert à trois élé- 
ments. La matrice H = {h,;} d’un tel BM est donnée au $ 7.7 (cf. 
(7.7.2)). Il s'agit de trouver les coefficients de l’équations caracté- 


ristique 
À — Tr (HK (‘H)) + det (HK (‘H)) = 0 (2.1) 


pour la matrice de compliance HX (‘H). Ses éléments s'expriment 
comme suit à l’aide des k;;: 


D hislk À hijheylk 
HK (‘AH) = 1.7 J 


2.2 
2 hihaslky Z hèslk, ) 


On calcule aisément 
Tr (HK (H)) = ki! (a? + a? + 2a,a, cos 6,) + kï'a*, (2.3) 
det (HK (‘H)) = (det K) (det H)° = kj'k (aa, sin 8,)°. 


En particulier, pour 8, = 0 et 6, = x l’une des racines À, s’an- 
nule. Dans ce cas, les deux éléments du BM sont portés par une mèê- 
me droite, et la force de chargement dirigée suivant cette droite ne 
provoque pas de déformations élastiques (A8; = 0). L'autre racine 
caractéristique (disons, pour 8, — 0) est donnée par 


2 = ki (a + @a)° + kj'as. (2.4) 


La valeur de À, est proportionnelle aux carrés des longueurs des 
éléments du BM, puisque ces longueurs définissent aussi bien le 
quotient de la force de chargement par le moment que le quotient 
de la déformation angulaire par la déformation linéaire (c'est la 
HT. de la double présence du vecteur &; dans le second membre de 

.T)). 

Reste à calculer Q@, à partir des À, et À,. Par analogie au cas tri- 

dimensionnel traité au $ 8.1, introduisons des coordonnées polaires 
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pour notre BM plan, en comptañt l’angle n à partir de l’axe principal 
de compliance correspondant à la racine À,. On a alors 
p = (cos n, sin n), Axc = (MP: ÀaP2) = (M Co n, À, Sin n). 
En prenant la moyenne des | Axc | suivant n, on trouve 
3/2 
Op = _. \ V K cos? n +4? sin? n dn — 
0 


xn/2 
= V1-G-H)snmdn (25) 
0 


On reconnaît ici l’intégrale elliptique complète de deuxième espèce. 
La courbe de variation de @,/À, en fonction de À,/À, pour M << à 
est représentée à la figure 8.2 (cour- 


be a). Tout comme dans le cas tridi- Of 
mensionnel, pour calculer Q4 (M, À) 10, 
dans le domaine À, << À, on peut se L 


servir de la relation approchée [59] 08 


QU MT h=h (+ 4+49]". 
(2.6) 


L'erreur d'approximation minimale 
est réalisée pour up = 0,60; ce mini- 
mum est légèrement moindre que dans 
le cas tridimensionnel. La courbe de 
variation du rapport Q4/foe en fonc- : 
tion de A/A, est aussi montrée à la Fig. 8.2 
figure 8.2 (courbe b représentée à 
une échelle quintuple par rapport à celle de la courbe a). 
Soit maintenant un mécanisme ouvert à quatre éléments. On se 
servira comme auparavant des relations (2.1) et (2.2), mais cette 
fois les trois colonnes de la matrice H coïncident avec les vecteurs 
G; (cf. (6.3.4)): 


3 3 
hi = — À,asin(8,+ ... +6;), hay = D, a1cos (0, + ... +6:). 


(2.7) 


. En substituant ces expressions dans (2.2), on trouve après trans- 
formations 


. 3 3 3 
Tr (HA (1H) = À (+35) = D kj' D a+ 
Fi j=1 ji 
+ 2a,la,cos 6, + a;cos (8, +0.)]/k,+2a,as(cos6,)(ki'+kz'), (2.8) 
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à 
det(HK (H)= À Gaia —huha) ik; = 


= a _ sin 6, + a, sin (6.+6.)]°/kk, + 
+ a5 la, sin (8. +6.) + a, sin 6:}/kk;+ (aa sin 65)°/K,ks. 


En parfait accord avec ce qui a été dit au $ 8.1, la première re- 

lation (2.8) ne diffère de l'expression (6.3.11) pour cœ (somme des élé- 
ments diagonaux de la matrice de covariance du même manipulateur) 
que par la présence des coefficients k;' à la place des 04.. 
‘ : Reprenons l'exemple du BM tridimensionnel à trois couples de 
rotation, représenté à la figure 7.6. La matrice H correspondante est 
de la forme (7.7.10). On peut alléger considérablement les calculs si 
l'on décompose la force de chargement p en deux composantes : 
p’ située dans le plan passant par le point Cet l’axe x;, et p” perpen- 
diculaire à ce plan (au.$ 7,7 nous avons procédé à une décomposition 
analogue de la vitesse pour le manipulateur en question en vue de 
calculer son énergie cinétique). Puisque la force p’ provoque seule- 
ment les déformations A8,:et A6., et la force p”, la déformation A8;, 
deux racines caractéristiques de Îa matrice de compliance du quadri- 
latère examiné coïncident avec les racines À, et À, du manipulateur 
plan à trois éléments que nous avons étudié au début de ce para- 
graphe, et la troisième racine est proportionnelle au carré de la dis- 
tance du point C' à l'axe z,: 


= (rù + zérMKs = ” cos 6, + a, cos (8, + 8:)l°/k. 


Pour ie prouver analytiquement, il suffit de faire tourner le re- 
père de l'angle 6, autour de l’axe z, et d’intervertir ensuite des axes 
z, et — zx; (le changement de signe est nécessaire pour conserver le 
repère direct). On obtient 6, = 0 et zc, = 0, donc la matrice trans- 


formée À prend la forme 


Ôzc1/68, né Uo sin (8, + 6,) 0 
H — Ze ds cos (6, + 6.) 0 9 (2.9) 


0 0 — Ze 
Za = a, cos 8, + a, cos (8, + 8,) = Vrè,+zè,. 


On voit que la matrice À se décompose en deux matrices carrées : une 
matrice d'ordre deux identique à à (7.7.2) et une matrice d'ordre un. 


Il en est de même de la matrice de compliance ËK (g:i ) dans laquelle 
on distingue la matrice de compliance d’un mécanisme plan à trois 
éléments et la matrice.à un seul élément 4...Il s'ensuit que deux des 
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trois racines caractéristiques de la matrice de compliance ne dépen- 
dent que de l'angle 6.. 

En conclusion de ce paragraphe, calculons la compliance du mè- 
me mécanisme sous l'effet du poids. Nous admettons que l’axe x, 
est vertical, comme il est montré à la figure 7.6, et que le vecteur de 
la force de pesanteur est situé dans le plan passant par le point C 
et l’axe x.. Dans ce cas, A8, = 0 et le vecteur Ax, n'est déterminé 
que par les déformations A6, et A8.. 

Utilisons de nouveau le changement de coordonnées qui a permis 
de ramener H à la forme (2.9) et bornons-nous à la considération du 


plan vertical Oz;r.. Dans la formule (1.17) on peut alors utiliser 
les matrices d'ordre deux et les vecteurs bidimensionnels: la ma- 
trice A a la forme (7.7.2), H; = (0x;/60,, 0x;/08.), où x; sont données 
par (7.7.1), p; = (0, — m,g), m; étant les masses des éléments Z et 
2. En effectuant les transformations appropriées, il est aisé d’expri- 
mer Ax, à l'aide de 8; et des paramètres du système mécanique. Dans 
le cas particulier de m, = m, k; = k, ces expressions ont la forme 


\ 


Aïn = — (mg/k) (Scirc: NE + aa, sin 8.) , 


Aty= —(mglk) (cos), 


on voit que dans ce cas le vecteur Ax, s'exprime uniquement à l'aide 
de l’angle 6, et des coordonnées du point C. 


$ 8.3. Pouvoir porteur des BM 


.- L'étude de la compliance des BM a été effectuée dans l'hypothèse 
que les forces de chargement étaient relativement faibles et ne pro- 
voquaient que de petites déformations des actionneurs, déformations 
ne sortant pas des limites des portions linéaires des caractéristiques 
élastiques de ceux-ci. Dans ce paragraphe nous allons considérer le 
cas « contraire », lorsque la force de chargement atteint sa valeur 
Limite et l'équilibre statique de la chaîne cinématique est assuré 
par les moments actifs des actionneurs. 

Avec l’augmenation de la charge appliquée, augmentent de façon 
monotone les valeurs des moments compensateurs F;, qui peuvent 
être déterminés d’après la formule (1.5). Donnons les limites de varia- 
tion des F;; tout comme lors de l’étude de la reprise, nous admet- 
ttons que ces limitations sont indépendantes pour des couples ciné- 
matiques différents : 

M3< Fi< Mi. (3.1) 


_ Sont admissibles les valeurs de la force de chargement auxquelles 
s'opposent les moments compensateurs vérifiant les limitations 
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L'étude du pouvoir porteur sera effectuée dans l'hypothèse que 
la force de chargement p, représente le poids de l’objet de manipula- 
tion. L’opération élémentaire correspondante sera appelée opération 
de manutention. Elle ne diffère del’opération de chargement que par 
la direction du vecteur p de la force de chargement, qui coïncide 
dans ce cas avec celle de la force de pesanteur. Pour l'estimation 
Gy du pouvoir porteur du BM dans une configuration @, prenons le 
poids limite de l’objet pour lequel sont encore remplies les inégali- 
tés (3.1) [39]. L’estimation G, caractérise donc les poids limites des 
objets que le BM peut manipuler dans un régime quasi statique 
(sans tenir compte des charges dynamiques) *). 

Pour calculer l'estimation G., reprenons la relation (1.5) qui 
lie la force de chargement p appliquée à la pince et le moment de 
chargement correspondant apparaissant dans le j-ième couple. En 
désignant par p, le vecteur de la force de pesanteur (p, est le poids 
de l’objet de manipulation), on obtient les valeurs F; des moments 
compensateurs : 


F5 = — M; = —'pb; (3.2) 


où &, sont comme auparavant les coefficients vectoriels de la formu- 
le (1.2). Nous admettrons pour simplifier que le centre de gravité 
de l’objet manipulé coïncide avec le point caractéristique de la pin- 
ce du BM. S'il n’en est pas ainsi, les vecteurs &; du troisième mem- 
bre de (3.2) sont à remplacer par les coefficients d’un développement 
analogue à (1.2) mais effectué pour le centre de gravité de l’objet. 

Sous forme matricielle, (3.2) prend un aspect analogue à la se- 
conde égalité (1.8) | 


F = —‘Hps, (3-3). 


où F’ est le vecteur de composantes Fi. 

Outre le poids de l’objet, il faut prendre en considération, lors 
des calculs de l’estimation du pouvoir porteur du BM, la charge cons- 
tituée par le poids de ses éléments. Conformément à (1.17). le vec- 
teur des moments compensateurs de chaque élément se calcule d'ap- 
rès (3.3) où l’on substitue le vecteur p; au vecteur p, et la matrice 


*) Dans {59*)] il est proposé de calculer ce qu'on appelle le pouvoir porteur 
de maniabilité du BM dans une configuration donnée ; on entend par là la char- : 
ge maximale qui peut être appliquée à la pince du BM dans une direction arbi- 
traire, lorsque les limitations du type (3.1), imposées aux moments compen- 
sateurs développés par les actionneurs, sont symétriques. Le calcul du pouvoir 
porteur de maniabilité diffère donc de l’approche exposée au $ 8.3 uniquement 
par la direction arbitraire de la force de chargement p,. Dans [59°] est briève- 
ment traité le problème de calcul de l'accélération la plus grande possible de la 
pince pour une valeur nulle de la vitesse du mouvement avec les limitations da 
type (3.1) sur les moments des actionneurs; ceci correspond à l'opération élé- 
mentaire de démarrage que nous avons considérée au & 7.6 lors de l'étude de la 
reprise. 
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‘H; à la matrice ‘H. En faisant la somme sur tous les éléments dw 
BM, on trouve le second vecteur, F”, 


F” =. ‘Hp — HP: (3.4) 


s'opposant à la charge créée par le poids propre du BM. Il est natu-- 
rel de supposer que pour toute configuration admissible du BM 


Mi< F;< M, (3.5) 


cette double inégalité traduisant le fait que les actionneurs du BM 
doivent «soutenir » le poids de ses éléments pour toute configuration: 
- Le moment compensateur total F; du j-ième couple dépend liné- 
airement de p,: 

Fy= Fi+F=F—'p. 6 


La valeur limite p,; — max | p, | pour laquelle la condition (3.1} 
se transforme en égalité est évidemment déterminée par la relation. 


pubs = on LR à 
F;— M; si ‘pbs > 0. 


Le signe du produit scalaire ‘p,6; dépend du sens de déplacement du 
point xc lors d’une petite variation de la coordonnée généralisée- 
®;. Lorsque l’axe x, du système de coordonnées fixe est dirigé verti- 
calement vers le bas, on a p, — (0, 0, p.) et le produit ‘p,6; a le: 
même signe que la dérivée ôzc3/0@;. 

Le pouvoir porteur G, est égal à la valeur minimale de tous les 
Poi: 


(3.7} 


Geg= Min Poj- (3.8) 
1Si<n 

En prenant la moyenne des G, suivant l’espace des configurations du 
BM, on obtient l'estimation globale G de son pouvoir porteur. Il est. 
facile de voir que les estimations G, et G sont proportionnelles aux 
probabilités de réalisation de l'opération de manutention de para- 
mètre aléatoire p,, la première dans une configuration q fixe et la 
seconde, dans une configuration arbitraire. 

Reprenons le manipulateur à axe x, vertical représenté à la fi- 
gure 7.6. Il est évident que nous devons tenir compte seulement des. 
poids mg des éléments 7 et 2. En supposant toujours que les centres. 
de gravité de ces éléments sont donnés par les relations (7.7.1) et en 
portant (3.4) et (3.6) dans (3.1), nous obtenons les conditions 


Mi < (Po+ m8) la, cos 6, + a, cos (6, + 6,)] + 
++e {m,a;cos6,—m,a,cos(6,+0.)]< Mi, (3.9 


, 1 . 
M2 < (Po ++ M8) a, cos (0, + 0,) < M;, 
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qui limitent le poids p,. Puisque 0r;:/08; = 0, le moment de char- 
gement F;, est absent et il suffit de considérer deux conditions (3.9). 

Pour réduire le nombre de paramètres, nous considérerons les 
AniAtIans (3.1) symétriques en admettant pour cela que M; — 
= — M; = M5. Comme les valeurs absolues maximales des mo- 
ments F; sont atteintes lorsque les angles 6, et 6, sont nuls ou-égaux 
à x, nous pouvons poser 


Mi>e[(+mt+m.) a+ ma; , Mi> mag, (3.10) 


ce qui nous garantit la réalisation des conditions (3.5). La figure 
8.3 représente les lignes de niveau de l'estimation adimensionnéé 


SN 


Fig. 8.3 


2 
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Ge = Gé/mg du pouvoir porteur, établie d’après (3.8), (3.9) lorsque 
m=m Gj=a, Milmga =2,5, Mimga = 1,5. 
Le domaine de variation des angles 8, et 6, est choisi à partir de la 
condition que les tansformations 
B = +a, 0 —0, etô, = —0, w= —8, 


préservent les valeurs de Gs. 

Dans le domaine où l'estimation G, est déterminée par la deu- 
xième condition (3.9), elle ne dépend que de la somme 6,+ 8. et 
Les lignes de niveau sont des droites. Le minimum de G; dans ce do- 


$ 8.3] POUVOIR PORTEUR DES BM 29 


maine est égal à l’unité et est atteint pour 8, + 8, = x. Dans les 
configurations où 6, = + 1/2, 6. = 0, x, les inégalités (3.9) ne li- 
mitent pas le poids p,. Dans 1391 sont données également, pour le 
mécanisme considéré, les relations traduisant la variation de l’esti- 
mation globale G du pouvoir porteur du BM en fonction des valeurs 
limites des moments de chargement M?et M:. 

En terminant l'étude de la compliance et du pouvoir porteur des 
BM, il faut souligner qu'elle a en fait été fondée sur les conditions 
de l'équilibre statique d’une chaîne cinématique ouverte sollicitée 
par une force de résistance arbitraire p, appliquée au point C de la 
pince, ou par les poids des éléments du BM et de l’objet de manipula- 
tion. L'équilibre est assuré grâce aux moments des actionneurs des 
couples cinématiques ; les valeurs des moments sont données par les 
relations (1.5) et (3.6). 

.Lorsque les variations de la configuration du BM peuvent être 
considérées comme quasi statiques et qu’on peut négliger les forces 
d'inertie des éléments, les valeurs précédemment trouvées des mo- 
ments équilibrant la charge extérieure permettent de dresser le 
« bilan énergétique » du BM, c’est-à-dire de déterminer le travail U 
dépensé pour assurer le suivi de la trajectoire donnée : 


n S%jtin 
U=X | IFideil. (3.11) 


j=1 qjin 


Dans le cas d’un déplacement élémentaire du BM provoquant une 
faible variation de sa configuration, on peut négliger la variation des 
moments F; et écrire l’accroissement du travail AU sous la forme 


AU=T [Fjl-1Agl. (3.12) 
ei” 


-. En comparant (3.12) avec (1.6.1), on constate que pour un choix 
adéquat des coefficients de poids des accroissements Ag; (dont le 
rôle est joué dans le.cas considéré par les quantités | F; |), la fonc- 
tionnelle du volume de mouvement du BM est donnée par la même 
expression que le travail dépensé pour produire la variation quasi 
statique correspondante de la configuration. Par ailleurs, il ne faut 
pas oublier que les moments F; changent continüment avec la varia- 
tion de la configuration du BM. 

S'il s’agit de BM à redondance motrice, un déplacement élé- 
mentaire Axe de la pince peut donner lieu à plusieurs variations 
&g de sa configuration. Par conséquent le travail AU correspondant 
sera fonction du choix du vecteur Ag; en cherchant donc à minimiser 
le volume de mouvement, on arrive par là même à minimiser les dé- 
penses énergétiques. 
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$ 8.4. De la statique des configurations 
fermées des BM 


Jusqu'à présent nous avons étudié les propriétés mécaniques des 
manipulateurs en supposant qu’ils fonctionnent en boucle ouverte. 
Cependant, il existe des régimes de travail où le robot fonctionne en 
boucle fermée. De tels états sont caractérisés par les liaisons auxquel- 
les peuvent être assujettis l’objet de manipulation et la pince. Pour 
tenir compte de pareilles liaisons, il faut concentrer l’attention non 
plus sur les propriétés générales des BM, mais sur les problèmes par- 
ticuliers qui tiennent compte des conditions concrètes de manipula- 
tion. Les méthodes générales que nous avons utilisées dans les cha- 
pitres précédents permettent de passer à l’étude de tels problèmes, 
mais ils ne seront pas abordés ici. La seule exception sera faite pour 
la statique des BM, puisqu'il s’agira non pas des cas particuliers des 
caractéristiques connues, mais des propriétés générales des chaînes 
cinématiques actives fermées. 

Nous avons montré dans ce chapire que la chaîne cinématique 
des manipulateurs fonctionnant en boucle ouverte est parfaitement 
déterminée du point de vue statique: la donnée d’une charge exté- 
rieure définit sans ambiguïté la répartition des forces et des moments 
qui l’équilibrent dans les couples cinématiques. Par contre, les 
configurations fermées s'avèrent être statiquement indéterminées : 
la répartition des forces actives et des moments dans les couples ci- 
nématiques n’est pas définie de façon univoque à partir des équations 
de l'équilibre statique. Traïitons cette question plus en détail sur 
l'exemple d’un manipulateur plan. 

Soit une chaîne cinématique fermée plane constituée de nr élé- 
ments mobiles et de r + 1 articulations rotoïdes. Les conditions de 
l'équilibre statique (pour une configuration q fixe du BM) contien- 
nent 3 (7 + 1) variables suivantes: les moments M; et les forces 
de réaction R; = (R;,, R;;) dans tous les couples cinématiques 
G=1,..., nr +1). Pour chaque élément du BM, les conditions 
d'équilibre se présentent sous la forme de trois équations linéaires : 
l’une d'elles exprime la nullité du moment résultant appliqué à 
l'élément en question et les deux autres, la nullité des projetées de 
la force résultante. Nous voyons que dans le cas plan le nombre des 
inconnues dépasse de trois le nombre 3n des équations. En supposant 
que le moment de chargement M, — M,4+, dans le (n + 1)-ième 
couple est donné, on obtient le résultat suivant : dans le cas général, 
l'équilibre statique d’un manipulateur plan fonctionnant en boucle 
fermée est assuré pour des valeurs arbitraires (éventuellement nul- 
les) des moments dans deux couples de rotation quelconques; les 
valeurs de tous les autres moments et forces de réaction sont alors 
définies sans ambiguïté. A titre d'exemple, effectuons les calculs 
pour le quadrilatère fermé de la figure 4.3. Supposons pour simplifier 
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que les éléments du mécanisme ne sont sollicités par aucune force 
extérieure. D'après les conditions de nullité des forces résultantes : 


Roi = Ris = Res = — Ros — —R. (4.1) 
où R;; est le vecteur de la force de réaction exercée par le i-ième élé- 
ment sur le j-ième élément (de toute évidence, R;;5 = — R;;). 


Les conditions de nullité des moments résultants s’écrivent, compte 
tenu de (4.1): 


M, — M: + EA X R}, — 0, (4.2) 
M: — Ms + (te — x) X RI, = 0, (4.3) 
Mon + Ms + [ (X3 — Xe) X RL = 0, (4.4) 


où x; sont les rayons vecteurs des points O; (sommets du quadrilatè- 
re), M;, le moment exercé par le i-ième couple sur le i-ième élé- 
ment. Les vecteurs x,, x., x, et R sont considérés comme tridimension- 
nels avec une troisième coordonnée nulle. Les moments agissant 
sur le premier, le deuxième et le troisième élément sont écrits respec- 
tivement par rapport aux points O,, O,, et O.. 

Les trois équations que nous avons obtenues comportent cinq 
inconnues : M,, M., M; et deux projetés du vecteur R. En éliminant 
les composantes de R, on peut obtenir une équation linéaire unique 
reliant les moments M,, M, et M;. Ici nous allons procéder autre- 
ment en établissant trois solutions particulières linéairement indé- 
pendantes du système (4.2)-(4.4). Admettons d’abord que M, = 

= M; = 0 et cherchons la valeur correspondante de M. Il découle 
immédiatement de (4.3) que les vecteurs R et x, — x, sont propor- 
tionnels: 


R=1A(x — x). (4.5) 


En portant cette expression de R dans (4.4), nous exprimons À en 
fonction de M, et donc aussi le vecteur R = R’ dans le cas considé- 
ré: 


, Xe — X1 
RS Me =) x exp * (4.6) 


puis, en substituant (4.6) dans (4.2), nous obtenons 


M = Men VX (4.7) 


CD (xs — xs) X (Xe —Xi)le 


De façon analogue, si a M3 = 0, nous avons 


M Mi= M, Xe (4.8) 


® TER ]z ? ch [Xs X Xe]z 
et si M = M: = 0, 
= — [x X x ]z 
RM ae Mi Mage. (49) 
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Il est évident que toute solution du système (4.2)-(4.4) peut être 
représentée sous la forme d’une combinaison linéaire des trois solu- 
tions « fondamentales » que nous avons trouvées *) 


Mi= Mi, M=puM;, Mas=(—u—) Mi, 
R= BR +R" + (4{—m—p)RT, 


où pu, et u, jouent le rôle des coefficients de poids. 

Nous voyons que le quadrilatère monté en boucle fermée, qui 
ne présente pas de redondance motrice (la donnée du déplacement 
de l'élément moteur ou de l'élément récepteur définit sans ambiguïté 
les déplacements de tous les éléments du mécanisme), possède tout 
de même une sorte de « redondance statique ». Remarquons que pour 
un BM en boucle fermée l’accroissement du travail AU des moments 
actifs mis pour effectuer un déplacement quasi statique s'écrit tou- 
jours sous la forme (3.12), où il faut prendre nr = 3 dans le cas d’un 
quadrilatère. Ainsi, si pour un BM plan à trois articulations rotoi- 
des on arrive à minimiser AU, lors d’un mouvement quasi statique, 
par un choix judicieux de A8; pour des 4; connus (la charge est sup- 
posée donnée), c’est-à-dire grâce à une répartition des mouvements, 
il en va autrement pour le BM en boucle fermée, où la minimisation 
de AU est assurée par un choix des M; pour des A6; connus, autre- 
ment dit, par une répartition des moments. 

Les procédés de minimisation de AU pour les configurations ou- 
vertes et fermées sont les mêmes, puisque les quantités Af; et A6; 
jouent un rôle identique dans la fonctionnelle (3.12). Les questions 
de la minimisation des fonctionnelles de la forme (3.12) sont traitées 
en détail au chapitre suivant. Ici nous nous bornerons à remarquer 
que dans le cas d’un montage à quatre éléments en boucle fermée le 
minimum de AU est évidemment réalisé pour l’une des solutions 
« fondamentales ». Pour chaque couple cinématique, calculons 
le «coefficient de transmission du moment » | M%/M,4 | et le 
« coefficient de transmission du mouvement » | A8;/A8, |. Le 
moment équilibrant :/{? doit être appliqué au couple pour lequel le 
produit des coefficients indiqués est minimal, alors que les autres 
couples seront considérés comme passifs avec M$ = 0. Si la charge 
Ma est tellement importante qu’elle ne peut pas être équilibrée par 
un seul moment M? sans que celui-ci dépasse la valeur limite admis- 


(4.10} 


*) Les FApaUGsE (4.2) à (4.4) sont aussi valables dans le cas où les conditions 
de fermeture d’une chaîne cinématique se rapportent à un couple de translation. 
Dans ce cas, le moment de réaction À/, devient une inconnue du système, alors 
que l'un des projetés du vecteur R represente la force de chargement, si bien que 
le nombre total des variables demeure égal à cinq. Les solutions fondamentales 
trouvées (4.6) à (4.9) restent, elles aussi, en vigueur: en éliminant la variable 
Men = Ma. nous obtiendrons une équation vectorielle qui nous fournira M? 
et le projeté recherché de R, qui représente la force de réaction dans le couple de 
translation. 
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sible pour le i-ième couple, alors, pour minimiser AU, il faut répar- 
tir les moments entre les deux couples ayant les plus petites valeurs 
du produit | M5 A8; | (pour M, et A8, fixes). 

Malgré l’équivalence formelle des quantités 17; et A8; dans la 
formule (3.12), il existe une différence fondamentale entre les mesu- 
res de redondance « motrice » et « statique »: la redondance motrice 
augmente avec le nombre des degrés de mobilité du BM (ainsi, par 
exemple, la redondance motrice d'un BM plan à r éléments mobiles, 
monté en boucle fermée est égale à r7 — 3), alors que la redondance 
statique demeure constante et est égale à deux. Pour »n > 3, le 
BM monté en boucle fermée possède à la fois la redondance motrice 
et la redondance statique, si bien que dans la formule (3.12) il est 
possible de «commander » la répartition des moments M, et des dé- 
placements Aw;. Vu que les liaisons supplémentaires auxquelles 
sont assujetties les variations de ces variables sont formulées indé- 
pendamment pour M;et Ag; (dans les deux cas c’est la configuration 
initiale du BM qui est essentielle), les conditions nécessaires du mi- 
nimum de AU se réduisent à la vérification simultanée des conditions 
analogues particulières du minimum de AU; pour chaque groupe des 
variables (cf. plus loin $$ 9.1, 9.2). 

Pour terminer l'étude des propriétés mécaniques des BM, ré- 
capitulons quelques résultats. Il a été souligné que de l'analyse de 
ces propriétés on peut tirer d'importantes conclusions pratiques. Par 
exemple, les estimations globales des propriétés mécaniques peu- 
vent servir de critères de qualité permettant de comparer entre elles 
diverses constructions de robots ou d'établir les valeurs de leurs 
paramètres au stade des projets. Connaissant la répartition des esti- 
mations dans l’espace de travail, on peut disposer le BM de la fa- 
çon la plus rationnelle par rapport à la zone de travail. Enfin, la 
vérification des possibilités de réalisation des opérations élémentai- 
res particulières permet de juger de la possibilité de réaliser la tâ- 
che motrice dans son ensemble. 

La redondance motrice de certains types de mécanismes permet 
d'utiliser les résultats d'analyse de leurs propriétés mécaniques à des 
fins de commande. En effet, en raison de la redondance, à une même 
position de la pince correspondent plusieurs configurations diffé- 
rentes du BM qui sont caractérisées par des valeurs R, différentes 
des estimations des propriétés mécaniques. (Exception faite des 
propriétés géométriques telles que la portée et la maniabilité: dans 
certaines configurations des BM les estimations R, de ces propriétés 
font défaut, cf. $ 6.1.) Il est donc possible, en principe, de construi- 
re pour une trajectoire quelconque de la pince une famille de confi- 
gurations qui présenteraient des valeurs optimales de telle ou telle 
propriété mécanique dans chaque point de cette trajectoire. Au 
$ 6.3 nous avons traité un problème de ce genre; il s’agissait de 
trouver des configurations optimales du point de vue de la précision. 
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Il n’est pas exclu que pour pouvoir mener à bien d’autres tâches mo- 
trices de grande importance pratique on choisira de construire la 
trajectoire du mouvement à partir des configurations optimales par 
‘rapport à la mobilité ou la compliance, par exemple. Il est évident 
qu’une famille de configurations optimales peut être prise comme ba- 
se des lois de commande du mouvement du manipulateur, à condi- 
tion que la configuration optimale demeure continüment dépendan- 
te de la position de la pince. 

Les estimations R, des propriétés mécaniques traduisent les ré- 
sultats de l’exécution d’un ensemble d'opérations élémentaires, ce 
qui veut dire qu’elles se rapportent à des configurations particuliè- 
res du manipulateur et ne sont pas directement liées à ses mouve- 
ments. Le chapitre suivant est entièrement consacré aux questions 
.de construction des mouvements des BM à redondance. Nous y trai- 
terons aussi de l’optimisation des propriétés algorithmiques et non 
plus des propriétés mécaniques des BM, propriétés dont la définition 
‘est fondée sur les estimations de « proximité » de deux configurations 
consécutives du mécanisme prises au cours du mouvement. A l’aide 
de la méthode des opérations élémentaires que nous avons souvent 
utilisée, nous allons construire pour ces propriétés, que nous avons 
appelées économie et rapidité, des estimations globales qui nous 
permettront de comparer quantitativement les différents algorithmes 
de construction des mouvements des BM. 


CHAPITRE 9 


PROPRIÉTÉS ALGORITHMIQUES DES BM. 
CONSTRUCTION DES MOUVEMENTS DES BM 
À REDONDANCE 


$ 9.1. Construction des mouvements localement 
optimaux des BM dans un espace sans obstacles. 
Critère d’économie 

La construction des mouvements est l’un des principaux problè- 
mes posés par la commande des BM. Le plus facile serait de décrire 
les questions qui s’y rapportent dans le cadre d’une structure hiérar- 
chique à plusieurs niveaux, où la solution d'un problème à un niveau 
supérieur constitue la « donnée » du problème pour le niveau immé- 
diatement inférieur. C’est là le principe de fonctionnement de pra- 
tiquement tout système de commande suffisamment développé d'un 
dispositif robotisé doté d'éléments d'intelligence artificielle (cf. 
$ 1.7). 

Les niveaux supérieurs d’un tel système décident ce que le robot 
doit faire pour résoudre la tâche motrice qui lui est assignée. Tout 
d'abord, il faut décomposer la tâche donnée, disons le soudage ou 
l'assemblage d’un bloc à partir de pièces détachées, en une suite de 
tâches particulières, ou opérations. Dans l'exemple considéré, ce 
sont la saisie et la manutention des pièces, leur mise en place et 
l'assemblage avec d’autres pièces, etc. Pour chacune des opérations 
mentionnées, il faut ensuite définir les lois de déplacement de l’effec- 
teur dans l’espace de travail et de variation de son orientation, les 
instants de l’ouverture ou de la fermeture de la pince, les efforts né- 
cessaires à la préhension des pièces et à leur mise en place, etc. En 
première approximation, il faut considérer ces paramètres comme 
étant entièrement déterminés par les opérations motrices à réaliser 
et indépendants de la construction du manipulateur. Ce sont 
les propriétés mécaniques des BM qui déterminent les possibilités 
de réalisation des lois de mouvement voulues. 

Les niveaux supérieurs de planification des opérations motrices 
et des déplacements de l’effecteur sont l’objet de nombreux travaux 
portant sur la création de systèmes d'intelligence artificielle des 
robots et ne seront pas abordés dans notre ouvrage. 

Au niveau immédiatement inférieur, que nous appellerons niveau 
de construction des mouvements, les déplacements de l’effecteur du 
BM dans l’espace de travail nécessités par le processus technologique, 
se décomposent suivant les degrés de mobilité, c’est-à-dire qu’on re- 
cherche les lois de variation des coordonnées généralisées du BM. 
20—0243 
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Un rôle capital revient ici aux caractéristiques géométriques et 
cinématiques des manipulateurs. 

Soit donc une loi de déplacement x (4) de l’effecteur du BM dans 
l’espace de travail ; il s’agit de déterminer les lois de variation des 
coordonnées généralisées @;, j = 1,..., 7, qui permettent de réali- 
ser ce déplacement. Nous admettrons, et ceci est essentiel pour la 
suite, que le nombre x des coordonnées généralisées du BM excède 
le nombre des coordonnées données. Nous dirons dans ce cas que le 
ee Lis une redondance relativement à la tâche motrice à accom- 
plir *). 

En présence de la redondance, les solutions du problème énoncé 
de construction des mouvements constituent un ensemble de puis- 
sance du continu. L’e unique » moyen de choisir parmi cet ensemble 
de solutions la loi de mouvement la plus rationnelle est d’utiliser 
un critère d'optimalité. Nous avons mentionné dans l'introduction 
qu'il existe des critères mis au points spécialement à cette fin: ce 
sont le volume de mouvement et le temps de mouvement. 

Nous définissons le volume de mouvement W d’une chaîne ciné- 
matique à plusieurs éléments, ou mécanisme, comme la somme pon- 
dérée des variations totales de toutes ses coordonnées généralisées 
; au cours du mouvement {61] 


nr t 
W= Do | lotir, (4.1) 


j=i 0 


où c; est le coefficient de poids de la j-ième coordonnée. Le volume 
de mouvement représente la fonctionnelle définie sur les trajectoires 
du mouvement et permettant d’énoncer le problème de construction 
des mouvements du BM comme un problème d’optimisation. 
Quelle que soit la structure du système d'intelligence artificiel- 
le d’un robot, il existe une subordination entre ses divers niveaux 
hiérarchiques. Aïnsi, le niveau de construction des mouvements, 
qui génère l'information nécessaire à la commande des actionneurs 
des éléments, est subordonné, nous l’avons déjà dit, à un niveau su- 
périeur dont le rôle est de planifier le mouvement de l'effecteur. Ce- 
pendant, les fonctions de ce niveau peuvent ne pas se borner à cette 
tâche. Par exemple, en faisant varier les coefficients de poids, le ni- 
veau de planification peut opérer une redistribution du volume de 
mouvement suivant les degrés de liberté du BM. Il devient ainsi pos- 


*) Ici et dans la suite nous admettrons pour être précis que la fonction vec- 
torielle x (+) ne décrit que le déplacement de l’effecteur et qu'elle est tridimen- 
sionnelle pour les BM gauches (la dimension de la tâche motrice est r = 3). 
Les résultats exposés plus bas restent vrais également pour des tâches de dimen- 
sion r quelconque, pourvu e soit remplie la condition de redondance 
n > r (la dimension maximale de la tâche motrice est r—6; c’est le cas où sont. 
données tant le déplacement que l'orientation de l’effecteur du BM). 
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sible de modifier le degré de-participation des différents segments 
de la chaîne cinématique dans l’accomplissement de la tâche motri- 
ce. Ainsi, un accroissement illimité d’un coefficient c; équivaut à 
un ordre d’arrêter le mouvement suivant la coordonnée correspondan- 
te. Nous reviendrons sur cette question au $ 9.4 où sont exposés les 
résultats de simulation des mouvements du bras manipulateur élé- 
mentaire. 

La notion de volume de mouvement du BM permet d'évaluer 
quantitativement la «qualité» de chaque trajectoire dans l’espace de 
configurations. Cependant, la recherche des trajectoires optimales 
est un problème extrêmement complexe qui ne peut pas être directe- 
ment résolu au cours du processus de commande du BM, c’est-à-dire 
en temps réel, ceci en raison d'une dimension élevée et de la néces- 
sité de prendre en compte les contraintes. 

Un autre obstacle non négligeable compliquant l'application des 
méthodes d'optimisation « globale » peut être constitué par l’indé- 
termination de la tâche motrice à réaliser (et donc de la loi de mou- 
vement x ({)) par suite de l'insuffisance des informations sur l'envi- 
ronnement ; la tâche est alors précisée au cours du mouvement. 

On peut surmonter les difficultés mentionnées en se tournant vers 
les méthodes localement optimales selon lesquelles la répartition du 
volume de mouvement suivant les coordonnées généralisées est op- 
timale non plus pour l'ensemble de la trajectoire, mais pour chacune 
de ses petites portions. 

Dans nos raisonnements ultérieurs. la loi de mouvement x (t) 
de l’effecteur du BM sera définie sous une forme discontinue, plus 
exactement, sous la forme d’une suite de points x, = x ({;), k — 
= 0,1,..., m. C'est la forme de définition de la loi de mouvement 
la plus naturelle si l’on envisage de résoudre le problème à à l'aide 
d’un ordinateur, bien que toutes les approches proposées plus loin 
soient aussi applicables aux fonctions de temps continues: il suffit 
de remplacer les petits accroissements par des vitesses, et leurs som- 
mes, par des intégrales. Nous allons supposer qu'aucune contrainte 
supplémentaire n’est imposée à la trajectoire du mouvement de l'ef- 
fecteur dans les intervalles [4,, 1: +). 

Le problème de la construction des mouvements consiste à asso- 
cier à chaque point x, une configuration optimale x indépendante de 
l'instant de temps ?, donné. Le problème se résout donc en deux éta- 
pes successives: 1) la recherche des configurations optimales 9; ; 
2) l’interpolation des suites de points @:, par des fonctions de temps 
@; (t) (concordance spatio-temporelle). Les questions relatives à l'in- 
terpolation ne seront pas abordées ici; indiquons seulement qu'elle 
peut par exemple être effectuée à l’aide de fonctions-spline cubiques, 
comme proposé dans (84, ch. 5]. 

Supposons que la variation des coordonnées généralisées , est 
monotone dans les intervalles [t,, t, +.) (cette conjecture ne restreint 
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pas la généralité puisqu'il est toujours possible de choisir des lois 
®; (t) monotones). On peut alors mettre (1.1) sous la forme 


n m 

Wei cj (È 1Py (+) —P @). (1.2) 
Selon le principe de l'optimisation locale, il faut minimiser la 
fonctionnelle W indépendamment pour chaque intervalle [4,, 4,41). 
Autrement dit, alors que la minimisation de la fonctionnelle (1.2) 
nécessite la recherche simultanée de toutes les configurations opti- 
males ,, lors d’une optimisation locale les æ, sont déterminées l’une 

après l’autre à partir de la condition 


n 
W,= 2 CilPrts,s — Pasl = min, (1.3) 
la configuration initiale q, étant considérée comme connue. Nous 
aboutissons ainsi à un problème de minimisation d’une fonction de 
n variables. 

Traitons ce problème en détail. En supposant que les accrois- 
sements A;qj = @r+1,, — Pyn des coordonnées généralisées et 
Anti = Tr+1,i — Tri des coordonnées de l’effecteur sont faibles et 
en linéarisant la fonction de position (4.5.1) au voisinage du point 
x, on obtient 


n 
ôF, 
ht= } or Ai (1.4) 
i=1 


C'est la condition que doivent vérifier les accroissements A,@; 
recherchés. La minimisation locale du volume de mouvement pour 
une trajectoire donnée se ramène donc à la recherche du point de mi- 
nimum de la fonction W, dans l’hyperplan (1.4) de l’espace à nr 
dimensions des vecteurs A,œ. Relevons que W, n'est pas une fonc- 
tion différentiable, ses dérivées partielles présentent des disconti- 
nuités aux points où A, s’annulent (car W, ne dépend que des va- 
leurs absolues des accroissements). Pour cette raison, les conditions 
nécessaires du minimum de W,4 diffèrent des conditions usuelles de 
l'extrémum des fonctions différentiables et sont données par le théo- 
rème suivant [61]. 

Théorème 1. La condition nécessaire du minimum de W, est la 
nullité de nr — 3 accroissements A,p;. (Dans le cas général, le nombre 
des accroissements nuls est égal à n — r, où rest la dimension de la 
tâche motrice.) 

Raisonnons par l’absurde. Supposons qu’au point de minimum 
Axp = (Am, - «+ ., AnPn) vérifiant (1.4) le nombre des coordonnées 
non nulles est supérieur à trois. Admettons pour être précis que 
AxPus - - + Ag 5 0. En « figeant » alors les coordonnées restan-- 


$ 9.1] CRITÈRE D'ÉCONOMI 309 


tes, on peut considérer la condition (1.4) comme un système d’équa- 
tions par rapport aux quatre premières coordonnées généralisées. 
Ce système étant compatible (la solution A, existe), on peut le ré- 
soudre en exprimant trois des quatre variables en fonction de la qua- 
trième (disons, A;,) et des constantes A;; (j > 4). Par conséquent, 
dans le petit voisinage du point A;@, où les A,; ne changent pas de 
signe, W, est une fonction linéaire de A,, et ne peut donc admettre 
un extrémum au point A,. La contradiction obtenue achève la dé- 
monstration du théorème. 

Il est évident que cette condition nécessaire du minimum est vé- 
rifiée par C% points différents de l’espace de configurations, qui doi- 
vent être déterminés pour chaque position successive x: +. de l’effec- 
teur. En calculant les valeurs de W, en ces points, on obtient les 
valeurs qui minimisent la fonction (1.3) sous les conditions (1.4). 

Nous voyons que selon le critère du minimum du volume de mou- 
vement (nous allons l’appeler également critère d’« économie ») 
il faut que dans chaque intervalle {x,, x, +.] les trajectoires de dépla- 
cement soient construites avec le plus petit nombre possible de coor- 
données généralisées (ce nombre est égal à trois lorsqu'il s’agit de 
résoudre un problème de positionnement sans tenir compte de l’orien- 
tation de l’effecteur). Il est clair que cet ensemble des coordonnées 
« les plus économes » varie sur les différentes portions de la trajectoi- 
re. 

La seule condition que nous avons utilisée lors de la démonstra- 
tion du théorème 1 était la petitesse des accroissements A,j. 
Voyons comment change la position des points d’extrémum du cri- 
tère (1.3) si l'on tient compte des contraintes de mobilité 


PI PI < P5- (1.5) 


Si la valeur de départ de ®;, est une valeur limite, l’accroisse- 
ment A;@; doit avoir un signe déterminé, de sorte que des points 
du minimum de W, fournis par le théorème 1 il faut exclure ceux 
dont l’accrroissement est de signe contraire. Aucun nouveau point 
du minimum n'apparaît. 

Ensuite, si l’écart de p;, par rapport à une valeur limite (disons, 
;) est peu élevé (comparable en grandeur avec les valeurs admissi- 
bles des accroissements A,;), la relation W,= f (A:p;) évoquée dans 
la démonstration perdra sa linéarité non seulement pour A;œ; = 0, 
mais aussi pour des A;,p; = @; — x. Compte tenu de (1.5), la 
condition nécessaire du minimum de W, doit donc s’énoncer comme 
suit : le nombre des accroissements non nuls peut dépasser trois, si 
ces accroissements « excédentaires » correspondent aux valeurs limi- 
tes des coordonnées généralisées. 

Illustrons le résultat obtenu par le raisonnement suivant. Si 
pour certaines des coordonnées « les plus économes » les accroisse- 
ments donnés par (1.4) discordent avec les conditions (1.5), on de- 
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vra retenir des accroissements plus petits et « compenser » cette di- 
minution en introduisant, outre les trois accroissements retenus, 
d’autres accroissements non nuls. Cette mesure n’est pourtant à adop- 
ter que si le minimum de W, fourni par les points couverts par le 
théorème 1 est atteint avec infraction des contraintes (1.5). 

Supposons, par exemple, que pour un A;,x on obtient le minimum 
de W, dans les conditions du théorème 1, mais que les contraintes 
(1.5) ne sont pas observées pour la coordonnée @; :Qu1 + A1 > pi. 
I] faut alors aussi prendre en considération ceux des vecteurs A; 
pour lesquels l'accroissement correspondant est remplacé par 
A: = Pi — Pri- 

Nous voyons que dans sa position linéarisée, le problème de la 
construction des mouvements localement optimaux d’après le cri- 
tère d'économie (1.3) ne présente pas de difficulté. I1 se réduit à la 
recherche et à la confrontation des solutions de plusieurs systèmes 
d'équations linéaires dont l'ordre est égal à la dimension de la tä- 
che motrice considérée. 

Analysons maintenant les erreurs propres au procédé proposé 
de construction des mouvements. Elles sont principalement dues à 
deux causes siuvantes : 

1) la linéarisation de la fonction de position (il en résulte que les 


accroissements A,p, ramènent l’effecteur au point x:+, qui diffère 
du point théorique x:4; 

2) le remplacement de la trajectoire continue x (t), si la loi du 
mouvement de l’effecteur est donnée analytiquement, par une suite 
de points x (4). 

Il est évident que les écarts | x — x, | dus à la première de ces 
causes sont faibles par rapport à Az. “ faut seulement qu'ils ne 
s'accumulent pas avec l'augmentation de k, sinon la trajectoire de 
l'effecteur, construite d’après les accroissements A,w,, risque de 
s’écarter de la trajectoire x; donnée. On peut éviter cette dérive de la 
trajectoire au moyen de la correction des accroissements d'après la 
fonction de position de départ, en procédant comme suit : en portant 
la configuration trouvée Pa+1 = Pa + Axkp dans (4.5.1), on calcule 


la position réelle Xi de l’effecteur et on donne A;+4ix = Xg+o — 


— X+, On prévient ainsi une accumulation de l'erreur. 

En ce qui concerne les erreurs d’interpolation, on peut s’en dé- 
barrasser à l'étape de la concordance spatio-temporelle du mouve- 
ment. Il faut utiliser à cet effet la forme différentielle (7.3.1) des 
équations aux différences (1.4), qui permet d'exprimer analytique- 
ment les lois ; ({) pour les trois coordonnées généralisées les plus 
économes à l’aide des fonctions zx; (t). I1 faut seulement donner les 
numéros de ces coordonnées pour chaque intervalle de discrétisation. 
On retrouvera évidemment la solution qui minimise directement la 
fonction à intégrer dans (1.1) à chaque instant t. 
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La question des valeurs admissibles des erreurs survenant lors 
de la construction des mouvements du BM est liée à sa précision. 
Nous avons indiqué au chapitre 6, lors de l’analyse de la précision 
des BM, que le critère de construction des mouvements optimaux 
peut être fondé sur la minimisation des erreurs inévitables de suivi 
d’une trajectoire imposée. Mais dans ce cas les valeurs des critères 
d'économie et de rapidité (l’analyse de ce dernier critère sera abor- 


dée au paragraphe suivant) peuvent s'avérer très éloignées des valeurs 
optimales. 


$ 9.2. Critère de rapidité. Construction des mouvements 
optimaux pour le manipulateur élémentaire (BME) 


Outre le volume de mouvement, on peut utiliser d’autres carac- 
téristiques de la trajectoire du BM en qualité de critère d’optimali- 
té. Si l’on admet que les moments de réaction des actionneurs sont 
constants et égaux aux coefficients cy dans (1.3), le minimum du vo- 
lume de mouvement conduit à des dépenses énergétiques minimales. 
Un autre critère naturel d'optimalité est la rapidité maximale du 
système. Soit d; la vitesse d'asservissement des déplacements selon 
le j-ième degré de liberté; alors le temps T; nécessaire au déplace- 
ment de l’effecteur du BM de la configuration q, dans +1 est 


T, = x fIA 1d;}. 2.1 
k DA xPsl/d;} (2.1) 


Par analogie avec le cas précédent, pour déterminer les accrois- 
sements A,; des coordonnées généralisées, optimaux suivant le cri- 
tère de rapidité, il faut minimiser T, dans l'hyperplan (1.4). De 
même que W;, la fonction T; (A:) n’est pas différentiable. Pour- 
tant. dans son cas les discontinuités que subissent ses dérivées par- 
tielles ne sont pas dues au changement de signe des A,p,, mais à la 
coïncidence des valeurs | A; | /d; pour différents j. Les conditions 
nécessaires d’un extrémum changent en conséquence [61]. 

Théorème 2. La condition nécessaire d'un extrémum de T, est 
l'égalité en valeur absolue de n — 2 quantités | Asp; | /d; à T, (resp. 
n — r + 1 quantités pour les tâches motrices de dimension r). 

Supposons par l'absurde que moins de 7 —2 quotients 

| A:p3 | /d; de (2.1) sont égaux en valeur absolue à T; (admenttons 
pour être précis que ce sont Ay@r: - « «» Anfms M << R — 2). Por- 
tons dans le second membre de (1.4) les r — 3 inconnues maximales 
en valeur absolue, que nous traiterons comme paramètres. Puisque 
la solution dépend continüment du second membre, il est évident 
que lors de petites variations de ces paramètres la valeur de 7, 
est toujours définie par les valeurs des accroissements A1, . .. 
++. Ap@m, Ce qui permet, en les diminuant tous en valeur abso- 
lue, de diminuer aussi 7,. La contradiction obtenue prouve le théo- 
rème. 
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En vertu de ce théorème, le nombre de points où la fonction (2.1) 
peut atteindre un minimum, est égal à 2"-3C2. 

Le théorème 2 permet, lui aussi, de tenir compte des contraintes 
(1.5). Il limite le nombre de coordonnées « libres » qui n’assurent pas 
le maximum de (2.1), en affirmant que leur nombre doit être infé- 
rieur à celui des équations scalaires de (1.4). Les coordonnées pour 
lesquelles | A,p; | est limité en vertu de (1.5) doivent également 
être exclues du nombre de coordonnées « libres » si leurs accroisse- 
ments ne peuvent pas être variés de façon arbitraire. Compte tenu 
des conditions (1.5), la condition nécessaire du minimum de 7, 
s’énonce comme suit: pour chacune des z — 2 coordonnées généra- 
lisées, soit T; — |A; | /d;, soit Qx+1, ; prend une valeur limite. 

Nous constatons que le critère d'économie exige que le mouve- 
ment du BM soit construit avec un nombre minimal de coordonnées 
généralisées les plus «économes », alors que le critère de rapidité exi- 
ge au contraire que les accroissements soient répartis le plus unifor- 
mément possible (compte tenu des coefficients de poids d;) selon le 
plus grand nombre (égal à nr — 2) de coordonnées. De cette confron- 
tation il ressort que les conditions d’extrémum qui découlent des cri- 
tères d'économie et de rapidité sont dans un certain sens opposées, 
et que les critères eux-mêmes s'avèrent être « antagonistes »: la 
réduction du volume de mouvement doit entraîner l'augmentation 
de la durée de mouvement et vice versa, bien que le degré de cet 
« antagonisme » dépende, bien sûr, des valeurs des coefficients de 
poinds c; et dj. 

Nous allons illustrer les résultats obtenus sur l'exemple du BME 
de la figure 4.4, en reportant au paragraphe suivant les questions 
concernant l'évaluation quantitative de l’antagonisme des critères 
et l’optimisation bicritérielle des mouvements des BM d’après la mé- 
thode des opérations élémentaires. 

Pour le BME, n = 3, r — 2 et la redondance est minimale; 
n — r = 1. Les relations (1.4) prennent dans ce cas la forme (4.5.4). 
Donnons aux coefficients c;, d; des critères d'économie et de rapidi- 
té les valeurs suivantes: 


n=c=d=d=d, c= 1, dy = 4. (2.2) 


Les valeurs des coefficients étant ainsi choisies, le quotient de la 
valeur | Ax | du petit déplacement de l'effecteur par le «prix» 
de l'accroissement A; correspondant à ce déplacement est le mé- 
me pour les trois coordonnées généralisées s1, s:, 6, et la répartition 
des accroissements selon les degrés de liberté n’est déterminée que 
par la direction du déplacement Ax imposé et par le sens de la rota- 
tion 6 du dernier élément du BME. 

Remarquons qu’en raison de l’homogénéité des critères (1.3) 
et (2.1) par rapport aux | A;,p; | répartition optimale des accrois- 
sements Ag dépend linéairement du déplacement | Ax |, à condi- 
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tion que ce vecteur ne change pas de direction. Il est donc commode 
de noter 
Az, =ecosf, Ar, —e sin f. (2.3) 


En appliquant le théorème 1, nous obtenons pour le critère d’éco- 
nomie trois vecteurs Ag vérifiant la condition nécessaire d’optimali- 
té 


6— 
As,=0, As,=e< #8 A , Ag——©É, (2.43) 
de . 
As=e SE , 45,0, 48—2%É,  (24b) 
As, = e cos B, As, — € sin f, A8 —0, (2.4.c) 
Puisque, avec ces solutions, la fonction 
W (Ag) =1Aal+l1A4s1+711A81] (2.5) 


est r-périodique en ses deux arguments, les zones d'optimalité 
de ces solutions ne varient pas lors des translations des angles 6 


8 


CE 


0 3 0 
3) 


QUE.) 


Fig. 9.4 


et 6 de x et l’on peut se borner à ne considérer que le domaine 
0<6,B< x. 

La figure 9.1 a représente les zones d’optimalité répondant aux 
lois (2.4a) à (2.4c), zones qui ont ici une forme particulièrement sim- 
ple, tandis que la figure 9.1 b montre les lignes de niveau du critère 
d'économie W/e dont les valeurs varient entre 1 et V2 (1 W/e <Y 2) 
La valeur W — eV 2 est réalisée pour B = 1/4 si 0 << x/2, et B — 
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—=3x/4 si 0 > 1/2. C'est le cas où les deux couples de translation 
du mécanisme confèrent à la pince un déplacement dans la direction 
la moins « avantageuse » pour eux. La valeur W — £ est réalisée 
pour B —0, x/2, x et | B — 6 | — + x/2, lorsque le déplacement 
Ax peut être effectué grâce à un seul accroissement non nul 
As;. La valeur W — e répond à celles des frontières de séparation 
entre les zones à lois de commande différentes pour lesquelles le 
vecteur Ag a une variation continue. 

Lorsque 0 — 0, x/2 et x, les lois de commande subissent des 
discontinuités, car les valeurs limites de A diffèrent selon que l’on 
aborde ces frontières par la gauche ou par la droite; dans chaque 
point de discontinuité le mouvement de l’un des couples de transla- 
tion devient équivalent à celui du couple de rotation. Nous voyons 
donc que la discontinuité des lois de commande du BME, optimales 
selon le critère d'économie, est liée à certaines configurations parti- 
culières et se manifeste indépendamment de la direction donnée du 
déplacement de la pince. 

La variation des coefficients de poids c; n’affecte évidemment pas 
la forme des lois (2.4), mais uniquement celle des domaines a à c. 
Ainsi, un accroissement des coefficients c, et c. provoque un élargis- 
sement des domaines a et b et un rétrécissement du domaine c. 

Pour le critère de rapidité 


T (Ag) = T (8, B) = max { | As, |, | As |,711A61}, (2.6) 


et, conformément au théorème 2, nous obtenons six vecteurs Ag 
différents [49]: 


As=as,=e D, A6=e SRE, (2.72) 
As=—As,=e CÔTE), CO (2.7b) 
As,=1A0=e MB, As, =e È-@O (270) 
Asj=—140=e UE, As, —e SMPHRECE) , (274) 
Ame SORTE, A5,—1A60—e RE, (2.7) 
As=e OBS R) 4,140 SP (2.79) 


à chacun desquels correspond sa zone d'optimalité particulière. 
La figure 9.2 «a représente la répartition de ces zones dans le 
domaine 0< 6, B< x. Il est évident que les zones d’optimalité ne 


changent pas lors de la translation ô —0, ê =$ + du plan 
(6, B), tandis que lors de la translation 8 — 6 + x, B — f les zones 
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a et b ne changent pas, mais les zones e et f échangent leurs places 
et la zone d se transforme en c. Ces conditions permettent d’étendre 
la partition du domaine 0< 6, B< x au carré 0< 8, B< 2x tout 
entier. Enfin, de même que pour le critère d'économie, il y a une sy- 
métrie par rapport au point 0 —$f = x/2; cependant, si la transfor- 
mation Ô = x — 6, PB — = 7% — f préservait toutes les zones de la fi- 


gure 9.1 a, dans le cas du critère de rapidité cette transformation ne 
préserve que les zones d, tandis que les zones a et b, d’une part, et 


Fig. 9.2 


e et f, d’autre part, échangent leurs places. En égalant les valeurs de 
T (6, B) pour différents Ag, il est facile de trouver les équations des 
frontières de séparation des zones. Par exemple, les équations 


tg B = (1 + cos 0) /(1 + sin 8), (2.8a) 
tg B = (1 + cos 0) /(1 — sin 8), (2-8b) 
tg B = —(1 + cos 8)/(1 + sin 8), (2.8c) 


donnent respectivement les frontières séparant les zones a et d, a 
et e, e et d dans l'intervalle 0<0< x/2. 

La figure 9.2 b représente les lignes de niveau de la fonction 
T (6, B)/e, laquelle est toujours inférieure à l'unité, à la différence 
de la fonction W/e; son intervalle de variation est W2 — 1< 
< T/e<1, la valeur maximale étant atteinte au centre du carré 
0& 6, B< < net au voisinage de ses sommets, et la valeur minimale, 
aux points (x/4, 3x/4) et (3x/4, 1/4). 

Avec la méthode exposée ici on peut établir les lois de commande 
localement optimales selon les critères d'économie et de rapidité 
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pour n’importe quel manipulateur. Au paragraphe suivant nous 
montrons comment il est possible, en utilisant les lois optimales, 
d'aborder le problème de l'optimisation bicritérielle des lois de com- 
mande, de construire la frontière de Pareto correspondante (cf. 
$ 2.4) et de choisir un critère d'optimisation par compromis. 


$ 9.3. Estimations intégrales de la « qualité » lors 
de la construction des mouvements. 
Problème de l’optimisation bicritérielle. 
Critères d’optimalité par compromis 


L'analyse des lois optimales (2.4) et (2.7) révèle que les « dépen- 
ses » du volume W (6, B) et du temps T (6, f) de mouvement va- 
rient dans de larges limites en fonction de la configuration du BME 
(définie par l'angle 6) et de la direction voulue B du déplacement de 
l’effecteur. Il est donc intéressant d’évaluer les valeurs moyennes de 
W et T pour une gamme assez étendue de tâches motrices que peut 
effectuer le BME. 

Il est naturel d'utiliser à cette fin la méthode des opérations élé- 
mentaires et des estimations globales [60]. Introduisons l'opération 
élémentaire du petit déplacement de la pince, définie (pour les BM 
plans) par deux paramètres: & et f (cf. (2.3)). Supposons qu’en cha- 
que point @ de l’espace de configurations est donnée une fonction 
vectorielle Ag (y, B, e) qui sera considérée comme proportionnelle à à 


Ag (q, Be) =eAp(p, 8) 6-1) 


et appelée loi de commande du BM. 

Tournons-nous de nouveau vers le BME de la figure 4.4 pour sim- 
plifier nos raisonnements. En prenant la moyenne de Ag (w, B) 
suivant tous les B et @ possibles, nous obtenons pour le BME les 
estimations globales du volume et du temps de mouvement sous la 
forme [49] 


2x 27 2n 2n 
W- m re B) df de, Tru | ire. B) dB de, 


(3.2) 


où les fonctions à intégrer s’obtiennent par la substitution des lois 
A9 (8, B) concrètes dans (2.5) et (2.6) (pour le BME, ces lois ne dé- 
pendent pas des coordonnées s,, s,, de sorte que l’espace de configura- 
tions peut être traité comme un espace unidimensionnel). 

Les formules (3.2)font correspondre àla loi de commande (3. 1) 
deux estimations globales, notamment les « dépenses » du volume 


de mouvement W et du temps de mouvement 7 lors d'un déplacement 
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unitaire de la pince du BME. Autrement dit, à chaque loi de com- 


mande correspond un point de coordonnées (W, T) du « plan des cri- 
tères » (fig. 9.3). Les points À (1, 20; 0,86) et B (1,55; 0,625) de 


valeurs minimales Win — 1,20 et Tin — 0,625 correspondent aux 
lois de mouvement (2.4) et €. 7) optimales respectivement selon le 
critère d'économie et le critère de rapidité. Ces points se situent à la 
frontière du domaine de Pareto composé des points (W, T) corres- 
pondant à toutes les lois de com- 
mande possibles (cf. $ 2.4). 

La portion de la frontière entre 
les points À et B (représentée par 
le trait gras à la figure 9.3) est la 
frontière de Pareto : les lois de com- 
mande qui lui correspondent sont 
« non améliorables » en ce sens 
que la diminution de la valeur de 
l’un des critères entraîne inévi- 
tablement l'augmentation de la va- 
leur de l’autre. On peut donc con- 
sidérer ces lois de commande com- 
me un ensemble complet de solu- 
tions du problème de l'optimisa- 
tion bicritérielle du mouvement se- 
lon les critères d'économie et de rapidité. Retenir comme optimal 
un point unique de la courbe AB, c'est passer à un problème mono- 
critériel: on remplace deux critères W et T par leur produit de con- 
volution, critère i se d'un compromis entre les critères en question 


et noté K (W, T ). 
D'une façon formelle, tous les points de la frontière AB peu- 


vent être décrits par des fonctions linéaires des critères W et T 
K =kW + RT, (3.3) 


où k, et k, sont des nombres strictement positifs (k, + k; = 1) 
définissant l'angle de la tangente à la frontière au point considéré. 
Le calcul numérique de la position de la frontière de Pareto pour le 
BME a été effectué à l’aide du critère (3.3), puisque le minimum de 
K s'obtient de toute évidence par une minimisation de la combinai- 
son linéaire correspondante de (2.5) et (2.6) en chaque point (6, B)- 
Il est aisé de montrer que le minimum de k,W + k,T peut être réa- 
lisé pour seulement l'un des vecteurs définis par (2.4) et (2. 7). in- 
dépendamment du choix de k, et k.. 

Si les deux critères d’un problème bicritériel sont également im- 
portants, on cherche à leur affecter un poids égal lorsqu'on réduit 
ce problème à un problème monocritériel. Parmi les critères de 
« compromis », citons avant tout le critère complexe de la qualité, 
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du type (2.4.2), qui est utilisé lors de l’étude de la commande ma- 
nuelle des manipulateurs et qui représente le produit du temps de par- 
cours d’une courbe étalon par l'erreur intégrale du suivi et est donc 
analogue au critère K’ — W-T. Dans [96] il est proposé d'utiliser 
le point de la frontière de Pareto où l’on a 


min K° = (W/Wimin — 1) + (T/T min — 1). 


Remarquons que contrairement à (3.3) ce dernier critère n’est 
pas local; il est impossible d'obtenir la loi de commande (3.1) 
optimale correspondante en minimisant une fonction appropriée sé- 
parément en chaque point du plan (6, B). A la figure 9.3 les points 
du minimum de Æ’ et K” sont M et N. 

Jusqu'à présent nous n’avons pas abordé un autre aspect impor- 
tant du problème de construction des mouvements optimaux, no- 
tamment la nécessité de calculer les vecteurs Ag des accroissements 
en temps réel. Il est évident que lorsqu'il s'agit d'établir une trajec- 
toire de mouvement en temps réel, la réduction du volume des cal- 
culs peut s'avérer tout aussi importante pour l'accroissement de la 
rapidité que l'obtention d’une valeur de 7 plus faible. 

Rappelons que la procédure d’établissement des solutions opti- 
males au sens de Pareto implique la recherche et la comparaison de 
plusieurs points éventuels d’extrémum dont le nombre croît rapi- 
dement avec n. Il semble donc logique d’imposer les conditions sui- 
vantes aux solutions A (y, B) recherchées : 

1) la possibilité d’un calcul suffisamment rapide de Ag (p, B) 
d’après une formule ou à l’aide d’un algorithme, qui permettent de 
tenir compte des contraintes (1.5); 

2) leur proximité de la frontière de Pareto, et de préférence de sa 
portion MN (fig. 9.3) où elles revêtent un caractère de compromis; 

3) la possibilité de jouer sur les coefficients de poids, ce qui per- 
met de modifier la répartition des accroissements Ag suivant les 
te généralisées, tout en conservant l'algorithme de calcul 
adopté. 

Il semble naturel de tenter de construire une solution de ce gen- 
re en minimisant en chaque point de l'espace (œ, B) la fonction qua- 
dratique 


Où = 2, f3(AxP5)°. (3.4) 


A la différence de W, et T;, c'est une fonction différentiable 
ayant un point d’extrémum unique dans l’hyperplan (1.4). A l’aide 
de la méthode des multiplicateurs de Lagrange par exemple, : le 
vecteur Ag correspondant est recherché comme solution d’un systè- 
me d’équations linéaires dont l’ordre est égal à la dimension r de 
la tâche motrice. A cet effet, on introduit r paramètres auxiliaires 
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A1, appelés multiplicateurs de Lagrange, et l’on écrit les conditions 
d’un extrémum de la fonction 


s_S 1, (SF 
8-2 hUer+Da(> ae), 65 
ji = 3=1 
qui ont la forme 
Di 0 le 
88) Go 0: (3.6) 


En portant (3.5) dans (3.6), on exprime les variables recherchées 
A; à l’aide des multiplicateurs de Lagrange À,: 


r 
_ 1 6F} 
fAg;= T2 M 39 : 


En substituant maintenant les expressions (3.7) dans les condi- 
tions (1.4), nous obtenons un système de r équations linéaires par 
rapport à À;, dont la solution, compte tenu de (3.7), nous fournit les 
valeurs optimales de Ayp;. A proximité des frontières de l’espace de 
configurations, lorsque le vecteur Ag trouvé ne vérifie pas les condi- 
tions (1.5), on peut procéder à la recherche du point d’extrémum à 
l’aide des méthodes fort bien développées de la programmation 
quadratique. 

En ce qui concerne les BM tridimensionnels dont le déplacement 
de l’effecteur est défini par cing coordonnées généralisées, un algo- 
rithme de construction de leurs mouvements, avec la prise en compte 
des contraintes (1.5) est exposé dans [45]. On y trouvera en outre un 
programme de réalisation de cet algorithme, rédigé dans le langage 
PL-1, pour le mécanisme de la figure 5.13 b. 

Ainsi, le critère quadratique (3.4) présente des avantages incon- 
testables en ce qui concerne la simplicité des calculs. Relevons main- 
tenant les traits par lesquels se manifeste son caractère de « concila- 
teur » entre les critères d'économie et de rapidité et qui permettent 
d'espérer que la solution (3.7) se situe effectivement près de la fron- 
tière de Pareto. 

Premièrement, on constate une forte ressemblance dans la forme 
des expressions de Q, et de W,; il semble qu’un choix adéquat des 
coefficients f; pour c; donnés dans (1.3) fait augmenter W assez peu 
par rapport à Wmin. D'autre part, le critère quadratique (3.4) as- 
sure une répartition plus uniforme des déplacements A; que (1.3), 
ce qui doit permettre une diminution de la valeur de max | A; | ; 
tout ceci permet d’espérer une diminution non négligeable de l’esti- 
mation TJ calculée avec (3.4). 

Il faut, bien sûr, étayer ces raisonnements « vraisemblables » 
avec les résultats de l'analyse numérique effectuée pour chaque ma- 


(8.7) 
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nipulateur concret. Dans le cas du BME, le critère quadratique est 
8 = f1 (As)° + f2 (As) + fs (A8), (3.8) 
et le vecteur Ag minimisant Q prend la forme [49] 
AS, = e cos B + (! sin 0) A6, As, — e sin f — (2 cos 8) A6, 


As 5e f1 sin 6 cos B—f, cos 6 sin f 
Fr. fisin?0+f,cos®0+f; ° 


Pour cette loi de commande, les résultats de calcul des estima- 


tions Wet T au moyen des relations (3.2) sont également représen- 
tés à la figure 9.3. La courbe dans le domaine de Pareto répond aux 


estimations (W, T) obtenues pour jf, — f, — 1 et différantes valeurs 
de fs. Aux points D,, D:, D, on a respectivement fs — 1, fs = 4 
et fs — 0,25. Si les coefficients j, et f, choisis sont inégaux, les deux 
estimations W et T augmentent. Pour le point D, le plus proche de 
la frontière de Pareto, on a W/Winin = 1:08, T/T min = 1,12, ce 
qui signifie que, comme il fallait s’y attendre, le critère quadratique 
s'avère être plus « proche » de (2.5) que de (2.6). 

Nous voyons que le critère quadratique assure une bonne pro- 
ximité de la frontière de Pareto et donc la solution qu'il fournit 
vérifie les trois exigences formulées plus haut. Une analyse numéri- 


que des estimations W et T obtenues sur la base du critère (3.8) 
pour différentes valeurs de c; et d, est exposée dans [49]; il y est 
montré également que même pour différents rapports entre ces coef- 
ficients, il est possible de trouver pour le BME les valeurs f; garan- 
tissant une proximité suffisante de la frontière de Pareto. 

Chaque loi de commande de la forme (3.1) définit une répartition 
des accroissements Ag entre divers degrés de mobilité pour tout dépla- 
cement de faible valeur de l’effecteur. Et, bien que ces répartitions 
varient en fonction des valeurs de @ et B, on peut mettre à profit la 
structure additive de la fonction W (, B) et représenter l'estimation 
globale du volume de mouvement sous la forme d’une somme 


W=W,+...W,, 


(3.9) 


où W; sont les moyennes intégrales, analogues à (3.2), pour les ter- 
mes c; | Ag; | intervenant dans W (y, B). Le vecteur (W;, . .., W,) 
traduit les dépenses moyennes en volume de mouvement suivant 
chacune des coordonnées généralisées du BM, tandis que le rapport 
W;/W représente la participation de chaque couple cinématique 
dans la construction des mouvements conformément à la loi (3.1). 

Pour un BME, la figure 9.1 met en évidence que, pour la loi 
(2.4) obéissant au critère d'économie optimale, les domaines du plan 
(6, B) correspondant au fonctionnement des couples de translation 
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(ce sont les domaines a + cet à + c) sont chacun 1,5 fois plus grands 
que le domaine a + b d’utilisation du couple de rotation. Ce rap- 
port demeure pratiquement inchangé pour les estimations W,; 
ici W/W = W./W =0,38; W3/W = 0,24. La loi (2.7) de rapidité 
optimale conduit à une utilisation pratiquement uniforme «en 
moyenne » des degrés de mobilité: W,/W = W3/W = 0,34; WW — 
— 0,32. Pour la loi (3.9) fondée sur le critère d'optimalité 
quadratique, cette répartition reste la même que pour la loi (2.4). 
On voit donc que pour les mêmes dépenses moyennes en volume de 
mouvement faites par chaque couple, la « redistribution » de Ag 
en chaque point du plan (6, B) entraîne une forte variation des esti- 
mations globales W et T. 

Dans nos raisonnements précédents, nous avons considéré comme 
paramètres les coefficients f; intervenant dans (3.8). En faisant va- 
rier f; en fonction de 8 et B, on peut évidemment modifier les carac- 
téristiques locales de la solution (3.9). Il est vrai qu’en choisissant 
f;, de façon appropriée en chaque point du plan (6, f), on peut obtenir 
différentes lois de variation de Ag, y compris (2.4) et (2.7). Le 
problème consiste à assurer la modification désirée des estimations 
W, T, à l’aide de relations analytiques f; (6, B) assez simples qui 
n’entraînent qu'un faible accroissement de la capacité de la mémoire 
et du volume des calculs nécessités par la détermination de Ag (8, B). 

Illustrons nos propos par un exemple [49]. Supposons que nous 
voulons améliorer l'estimation W pour la loi de commande (3.9). 
En nous référant à la figure 9.1 a, nous constatons qu’il faut pour 
cela réduire A6 dans les domaines c, c'est-à-dire y accroître le coef- 
ficient fs (6, B) et le diminuer en conséquence dans les domaines a 
et b. Nous avons admis à cette fin 


fs =f, (A + f; sin 28 sin 2f). (3.10) 


Le minimum min W — 1,246 a été obtenu pour f, = 4, f; —1 
(le point E correspondant à la loi (3.9) compte tenu de (3.10) est 
également montré à la figure 9.3). Le passage aux coefficients f; 
variables fait diminuer W — Win de deux fois, tout en provoquant, 
comme il fallait s’y attendre, une forte augmentation de T. Il sem- 
ble donc que le point D, «se déplace » le long de la frontière de Pareto 
dans la direction du point À. 

Pour conclure, revenons au cas général des BM tridimensionnels 
de structure arbitraire. Là aussi on peut conjecturer que le critère 
quadratique Q représente une sorte de compromis entre les critères 
W et T, cette conjecture étant fondée sur le comportement connu des 
solutions optimales Ap pour les critères W, T et Q. Cependant, il 
faut apporter certaines corrections à la méthode de construction des 
estimations globales. Ces corrections sont suscitées par l'existence 
21-0243 
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de configurations particulières des BM où l’effecteur ne peut se 
déplacer que dans certaines directions bien déterminées. Pour cette 
raison, les fonctions W (, B) est T (œ, B) prennent des valeurs infi- 
nies dans ces configurations particulières, ce qui rend impossible 
le calcul des W et T. 

Pour éliminer ces valeurs infinies, nous allons utiliser un procédé 
mathématique courant qui consiste à passer des quantités W/e 
et T/e à leurs inverses. Autrement dit, nous n’allons plus évaluer 
la « qualité » des solutions Ag (y, B) d’après le volume et le temps 
de mouvement mis pour effectuer un déplacement unitaire de la 
pince, mais d'après la valeur du déplacement rapportée au volume 
ou au temps de mouvement unitaire. En notant 


Kw =e/W(p, 8), Kr = e/T (4, B), (3.11) 


et en prenant les moyennes correspondantes, nous obtenons les esti- 
mations globales [60] 


Kw = px | | 1W(e, Pr'apäe, 


Kr= er | | IT, Br dde, 


qui seront appelées estimations d'économie (Kw) et de rapidité 
(Ær) de la solution Ag (, B). Ici A est le volume de l’espace des 
configurations du manipulateur, df, l'élément de surface de la sphè- 
re. La « qualité » de la loi de commande considérée est d'autant plus 
élevée que les estimations X# et X- sont plus grandes. Pour les 
configurations particulières on a évidemment Kw — Kr = 0, 
et, puisque le « volume » global de toutes ces configurations est nul 
lui aussi, leur existence n'’affecte nullement les estimations globales 
de la qualité (3.12). 


(3.12) 


$ 9.4 Simulation analogique des mouvements 
optimaux des BME 


Aux paragraphes précédents, il s'agissait de décrire la réalisa- 
tion d’une opération élémentaire de déplacement prise isolément. 
I1 est fort intéressant d'étudier le mouvement d’une chaîne ciné- 
matique pour une loi de mouvement concrète de l’effecteur. Dans 
[52] une analyse de ce genre a été effectuée pour le BME par la mé- 
thode de simulation analogique. Nous allons en exposer quelques 
résultats. 

Par la suite, la fonction de position sera représentée sous la for- 
me différentielle. En dérivant (4.5.3), nous obtenons une variante 
continue de l'équation aux accroissements (4.5.4) 


n = —1lôsin0, z, —5, + 10 cos 8. (4.1) 
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Une troisième condition nétessaire à la recherche de s,, s, et 8 
sera obtenue par la minimisation de la fonction 


Q = (5) + (5) + (6), (4.2) 


analogue au critère (3.8) avec f; —1, c’est-à-dire que nous recher- 
chons toujours une loi de commande localement optimale selon le 
critère quadratique de compromis (4.2). La variante différentielle 
de (3.9) a évidemment la forme 


210 + 7, sin0 — 7, cos0 =0. (4.3) 


En exprimant ê (t) en fonction de x (t) et en le portant dans (4.1), 
on obtient s; (t). 


Pour alléger les calculs, nous considérerons que les trajectoires 
x (t) sont simples. Si le mouvement du point C est rectiligne, on a 


T =8g(t)cosB, zx, —(g (t) sin f (4.4) 
et l'équation (4.3) peut être intégrée en fonctions élémentaires : 


tg 5 (6—B)= [ie (@—B)]expl—e()27, (45) 


où 6, est la valeur de 8 à l'instant initial (t — 0). Nous voyons que 
la différence 6 — B est d'autant plus petite que la trajectoire g (t) 
est longue, ce qui signifie que le dernier élément du BME tourne 
toujours dans le sens du mouvement. La seule exception est consti- 
tuée par le cas de 8, = B + x, lorsque l’angle 8 ne change pas, 
et le mouvement est réalisé grâce aux deux couples de translation 
avec 6 ({) = 8,, tout comme dans le cas du critère d'économie. 

Signalons que si les mouvements sont rectilignes du type (4.4), 
les lois de commande sont répétitives, à savoir: lorsque le point 
C revient à la position initiale (g (t) = 0), on a 6 ({}—6, confor- 
mément à (4.5); les déplacements des couples de translation repren- 
nent, eux aussi, leurs valeurs initiales. 

Il en va autrement des mouvements curvilignes du point C. 
Dans un mouvement suivant une trajectoire elliptique de pulsation 
(A) 


D =/C0S GE, Ze = F2 Sin Of; (4.6) 

lorsque r, = r, (mouvement circulaire), (4.3) se ramène à la forme 
6 = (rw/21) cos (8 — wt). (4.7) 

Il est évident que pour r > 21 l'équation (4.7) admet deux solutions 
6 —=ot +6,, 6, = + Arc cos (2{/r) (4.8) 


21° 
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auxquelles correspond une variation périodique de s, (£) de pulsation 
w. Les lois (4.8) décrivent une rotation « synchrone » de l'élément 
BC avec une vitesse angulaire w. Ilest clair que la solution est ins- 
table pour 8, < 0 et stable pour 8, =>0, et que pour tout 8, --8, 
la Es 8 (t) — wt tend de façon monotone vers une solution 
stable. 

Pour r << 21 les lois de commande localement optimales ne sont 
plus périodiques de pulsation w. L'explication en est très simple: 
avec la diminution du rayon r la rotation synchrone de l'élément 
BC fait diminuer le volume de mouvement réalisé par les couples de 
translation: or, nous avons montré au $ 9.3 que leur part dans le 
volume du mouvement global doit être suffisamment grande. Cal- 


culons W,, W, et W,; pour r>21 et t —=2x/o: W;, = W: = 
= 4(r—1), W; =2nl; pour r —2l nous avons WW = 0,44. 
Ce résultat montre que la part du couple de rotation a presque dou- 
blé par rapport à l'estimation globale moyenne. 

Qui plus est, pour r << 21 les solutions de (4.7) ne sont pas du 
tout périodiques. Remarquons que la substitution de T7 — Q — wt 
dans (4.7) en fait une équation autonome 


tlo — (r/20) cos t — 1, (4.9) 


dont les solutions décroissent évidemment de façon monotone puis- 
que son second membre est négatif. La présence de { dans (4.9) 
n'étant pas explicite, la « période » de ses solutions dépend continü- 
ment du paramètre r/l. La notion de période a ici un sens purement 
conventionnel, puisque pour r << 2! le second membre de (4.9) est 
négatif et t décroît de façon monotone. En remarquant que la con- 
figuration du BM ne change pas lorsque + est décalé de 2x, et en dé- 
signant par +, le temps de décroissement de + de 0 à —2x, on décou- 
vre que les lois de commande sont périodiques pour les valeurs parti- 
culières de r où wt,/21 est rationnel, et ne le sont pas pour les autres 
valeurs de r << 21. 

Nous allons décrire brièvement la méthode et quelques résultats 
de la simulation analogique qui a été effectuée à l’aide d’un ordi- 
nateur analogique « Analak » au Laboratoire des méthodes de cal- 
cul sur ordinateurs analogiques de l’Institut d'étude des machines 
A. Blagonravov de l'Académie des sciences de l’'U.R.S.S. Outre 
les équations différentielles (4.1), (4.3) qui sont mal adaptées à une 
simulation directe en raison de l’accumulation des perturbations, 
nous avons utilisé les relations finies (4.5.3). Les écarts entre les 
membres respectifs de ces équations servaient de signaux d'entrée 
pour les circuits de contre-réaction qui permettaient de compenser 
ces écarts. Par ce procédé, nous avons réussi à éliminer pratique- 
ment les erreurs propres du circuit analogique [52]. 
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Lors de la simulation des lois de commande, nous avons enregis- 
tré la trajectoire s, (t), s, (t) du point B, appelée hodographe de la 
loi de commande. Pour r > 21, l’hodographe a la forme d’un cercle 
de rayon V r — 3/7? (fig. 9.4 a) conformément à (4.8). Les autres ho- 
dographes de la figure 9.4 correspondent aux valeurs particulières 
de r/l << 2 égales respectivement à 1,74 (b), 1,5 (c), 1,35 (d), 1,22 (e). 


Xc X8 
e X8 Xe 
a) b) c) 
Xc 
X8 
Xc 
d) €) 
Fig. 9.4 


Le point B s'éloigne le plus de l’origine des coordonnées (écart — 
=r + l pour 0 — ot — x (2m + 1), et le moins pour 0 = wt — 
— 2nm, les intervalles de répétition des éloignements maximaux et 
minimaux étant égaux à t,. La figure 9.4 f représente l’hodographe 
non périodique correspondant au cas de r = L (outre l’hodographe du 
point B, la figure 9.4 montre la trajectoire circulaire du point C). 

Au cours de la simulation, pour les lois de commande obtenues 
et à l’aide des relations intégrales analogues à (2.5) et (2.6), la va- 
leur W, du volume de mouvement et la valeur 7, de la durée de mou- 
vement ont été calculées. Comme il fallait s’y attendre, lorsque 


{—+ co, les valeurs normées W — W},/rot et T — Ti/rwt pour les 
lois non périodiques (dépenses moyennes effectuées pour déplacer 
le point C d’une unité de distance) ne diffèrent que très peu des esti- 
mations globales (3.2) calculées d’après le critère quadratique (3.8) 
(W = 1,30; T = 0,70). L'explication réside ici dans la répartition 
sensiblement uniforme de tous les points de l’espace de configura- 
tions, indépendamment de la direction f. 
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Il en va autrement de la rotation périodique « synchrone » don- 
née par (4.8). Dans ce cas, il est aisé d’établir analytiquement les 


valeurs du critère W: 
e 1 4 l 4 
W=——(8(r—D+2nl= te (1— —). (4.10) 
Le terme 8 (r — !) dans (4.10) traduit la contribution des couples de 


translation, le terme 2xi, celle du couple de rotation. Pour le critè- 
re de rapidité on a 


NN 


2x 
- + | max{(r—)]sint|, (r—l)|cost|, L] dt — 
0 


1/4 
= (| maxl(r—cost, Ljdt. (4.11) 

0 
Il est évident que lorsque r < 21, la fonction sous le signe somme est 
égale à !, et T — Ur; pour r > (4 + V 2) ! cette fonction est égale à 
{r — 1) cos t, et T — 22 (r — l)/nr. Les courbes de variation de 


W et T en fonction de r/L pour le régime périodique (4.8) sont repré- 
sentées à la figure 9.5. Les droites horizontales tracées en trait inter- 


rompu représentent les valeurs W, T 
des estimations globales (3.2) pour la 
loi (4.3). La loi synchrone fournit 
donc des estimations de l’économie 
et de la rapidité meilleures que celles 
obtenues par l'établissement de la 
moyenne suivant tout l’espace (6, B) 


Pour r — oo, nous avons W— 1,27, 


T 0,89, valeurs qui sont très voi- 
sines des estimations globales. 

La loi de commande synchrone (4.8) 
n’est définie qu’à partir des r > 21. 
Pourtant il est possible de définir une 
loi synchrone analogue 6 — wt pour 
r<21l, bien que dans cet intervalle 
Fig. 9.5 elle ne soit plus localement optimale 


(portions des courbes de W et T obte- 
nues d’après les relations (4.10), (4.11) et montrées à la figure 9.5 
en trait interrompu gras). Nous voyons qu'avec le décroissement de 
r l’estimation de l'économie ne cesse de s'améliorer, bien que lente- 
ment, tandis que l'estimation de la rapidité s'empire manifeste- 
ment. Par conséquent, dans un certain intervalle des valeurs de 
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r < I, la loi de commande 6 — wt fournit des estimations moyennes 
de l’économie et de la rapidité meilleures que ne les assure une loi 
localement optimale où le passage du régime synchrone à un régi- 
me non périodique fait brusquement monter ces estimations jus- 


qu’à leurs valeurs globales W, T. Cet exemple simple confirme une 


pr Xc Xc d) 


Xg Xe 
Xc 
c) d 


Fig. 9.6 


fois de plus le fait notoirement connu qu'une loi localement optima- 
le n’est pas nécessairement optimale sur un intervalle de temps fini. 

Lorsque le mouvement du point C est elliptique (r;, -£re), la 
rotation synchrone de l'élément BC est impossible et l’équation (4.3) 


Fig. 9.7 


ne se laisse pas intégrer. Mais dans ce cas aussi la simulation analo- 
gique a permis de mettre en évidence les zones des lois de com- 
mande stables 2x1/w-périodiques (fig. 9.6a: r, — 3,53 1, r, —l) 
et non périodiques (fig. 9.7: r, — 31, r, — 0,5 l). Cette dernière z0- 
ne comporte, dans le plan des paramètres r,/1, r./l, des courbes sin- 
gulières dont les points obéissent à des lois périodiques complexes 
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de périodes multiples de 21/6. La figure 9.6 représente trois hodo- 
graphes de ce type qui peuvent être obtenus par déformation conti- 
nue à partir des hodographes correspondants de la figure 9.4. Ici, 
T1 = 2,81 1, ra —1(b); r1 —2,75 1, ra — 0,75 l (ce); r, = 2,25 1, 
Ta = 0,751 (d). 

L'analyse que nous avons effectuée permet de formuler quelques 
généralités relatives à la réalisation des tâches motrices cycliques. 
Premièrement, toute loi de commande qui est localement optimale 
selon le critère quadratique (3.4) assure le mouvement périodique 
« naturel » du BME dans une large gamme des valeurs des paramè- 
tres. Ce mouvement est stable pour toutes valeurs initiales, donc sta- 
ble « dans le grand ». Lorsque, dans un mouvement « naturel », la 
part de certaines coordonnées généralisées s’accroît fortement au dé- 
triment des autres, les lois de commande cessent d’être périodiques: 
en répartissant le mouvement global parmi tous les couples ciné- 
matiques, l'algorithme localement optimal modifie la configura- 
tion du BM à une cadence « propre » différente de celle imposée par 
la tâche motrice. Nous montrerons dans la suite que lorsque des fac- 
teurs «internes» de caractère cyclique (situations où la ou les 
coordonnées ®; prennent leurs valeurs limites q;, @;) viennent s’ ajou- 
ter aux agents extérieurs, les intervalles des lois de commande pé- 
riodiques stables deviennent beaucoup plus importants. 

L'algorithme d'établissement des lois localement optimales que 
nous avons développé n’est valable que dans le domaine des valeurs 
admissibles des coordonnées généralisées s,, s,, 6, défini par les 
contraintes de mobilité du type (1.5). Au voisinage des valeurs limi- 
tes il doit être modifié. En outre, dans ce voisinage, les mouvements 
du BM sont aussi entravés. 

Les coefficients de poids présents dans les critères d'établisse- 
ment des trajectoires du mouvement permettent de répartir, nous 

- l'avons dit, le mouvement entre les couples cinématiques. Une possi- 
bilité en est offerte par la « régulation » supplémentaire de la varia- 
tion des coordonnées ; à proximité de leurs valeurs limites. Lors- 
que ; approche de la frontière du domaine des valeurs admissibles 
et le coefficient de poids correspondant devient alors trop grand, 


y, doit diminuer et le mécanisme approchera de la valeur limite 
moins vite en raison du « transfert » d’une partie du mouvement à d’au- 
tres couples cinématiques. Pour que ce procédé soit opérationnel, il 
faut donner les coefficients de poids (par exemple les coefficients 
f; dans le critère (3.4)) sous la forme de fonction f (p;) croissant 
à proximité des frontières de l’espace de configurations. 

Il existe une analogie entre cette « régulation » et la méthode con- 
nue des fonctions de peine selon laquelle l’arrivée du vecteur dans 
le voisinage des valeurs limites doit être pénalisée, puisque cela 
fait croître le critère d’optimalité. Dans la méthode proposée ici les 
fonctions de peine sont implicitement présentes dans les coefficients 
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de poids du critère de qualité. Il est important que la valeur de /; 
dépende de la valeur et aussi du sens de variation de æ;. Sinon l’ac- 
croissement du coefficient de poids, tout en empêchant œ; d’appro- 
cher de sa valeur limite, ne lui permettra non plus de s’en éloigner. 


Il faut donc prendre f; = f (p;, @;), ce qui conduit à une caractéristi- 
que à hystérésis. 

La méthode des coefficients de poids variables a été mise en 
œuvre à l’aide d'une simulation analogique du BME [52]. Les limi- 
tations de mobilité étaient imposées seulement aux déplacements 
s, et s. des couples de translation. Les fonctions j (s;, s;) avaient la 
forme la plus simple: elles étaient f 
linéaires par morceaux et variaient de 10 d 
1 à 10 (fig. 9.8). Lorsque |s; |>5%, fs 
décroît ou croît à une vitesse constante 
jusqu’à ce qu'elle n’atteint la valeur 
limite correspondante qu'elle conserve 
tant que s; ne change pas de signe. 

La simulation a montré qu'en 5 
choisissant les coefficients de poids 
f; sous la forme de fonctions de s, et 


sy, on a obtenu une réduction consi- 1 

dérable des vitesses s; à l'approche des 

valeurs limites. En outre, une variation _s 0 s 
régulière des coefficients f; dans le d : 
temps est en quelque sorte un facteur Fig. 9.8 


stabilisateur qui contribue à l’établisse- 
ment des lois de commande périodiques dans une plus grande mesure 
que la donnée d’une tâche motrice périodique. L'influence de ce 
facteur dépend en général de la durée de variation de f,. Si les in- 
tervalles de temps durant lesquels |s,(t) | => 5, sont petits (s; (4) 
est une loi de commande établie en l’absence de limitations), les 
valeurs correspondantes de s; (t) diminuent en valeur absolue sans 
que le mouvement devienne périodique. Avec la réduction de s,, ces 
intervalles augmentent et l’on voit apparaître des lois périodiques, 
du genre de celles dont le tableau cinématique est représenté à la 
figure 9.4. Les lois périodiques « asynchrones » existent maintenant 
dans certains domaines de variations de paramètres du BME et non 
plus en quelques points singuliers. En dessous de certaines valeurs 
de s%, les fonctions f; conservent au contraire trop longtemps leurs 
valeurs maximales, l'effet stabilisateur de la « modulation» de 
Î; (t) devient de moins en moins prononcé et les lois de commande 
cessent d’être périodiques. 

On peut caractériser les lois de commande périodiques qui s’éta- 
blissent sous l'influence de tâches motrices périodiques par deux 
entiers, p et qg, où p est le rapport de la période du mouvement du 
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manipulateur à la période 2x/w de la tâche, et q, le nombre des 
tours accomplis par l'élément BC en une période de mouvement. 

Pour les hodographes périodiques représentés à la figure 9.9 nous 
avons: 


@)p=qg—=1 (r=181,s,;=1l); 
&@)p=2,qg—=1(r—1,651,s, = 1,41); 
GC)p=3, g=2(r—=1,21,s = 1); 
@p=s,g=4(r—=se=l), 

de même que pour les lois correspondantes de la figure 9.4. On voit 


(fig. 9.9) que les écarts maximaux du point B (s,, s,), où les limi- 
tations données | s; | < s, se trouvent violées, ont lieu pour toutes 


b) c) d 
Fig. 9.9 


les lois à l'exception de la loi synchrone (a) et se produisent toujours 
de la même façon: d’abord l'une des coordonnées | s; | approche de 
sa valeur limite et se stabilise à ce niveau, à de légères variations 
près au voisinage de s,, grâce à l'accroissement de f;, ensuite la 
seconde coordonnée approche de sa limite, mais, dans son cas, l’ac- 
croissement du coefficient de poids correspondant ne permet plus 
de la fixer au niveau voulu puisque pour s; > s, le BME « perd » sa 
redondance (le déplacement du point C est assuré par deux couples 
cinématiques et non plus par trois). 

Par conséquent, le minimal degré de redondance motrice du 
BME, très utile lorsqu'il s’agit d'illustrer les méthodes générales 
d'établissement des mouvements et permettant d'obtenir bon nom- 
bre de résultats analytiques, peut s'avérer insuffisant si l’on veut 
tenir compte des contraintes de mobilité des couples cinématiques. 
En même temps, les résultats de la simulation analogique attestent 
que la méthode de « régulation » des coefficients de poids que nous 
proposons d'utiliser au cours de la construction des mouvements et 
qui a pour effet d'empêcher que q approche des limites de l'espace 
de configurations, est applicable aux manipulateurs de structure 
arbitraire. Si, malgré l’accroissement de f;, la coordonnée ; atteint 
tout de même sa valeur limite, il devient inutile d'augmenter f; 
davantage. En cherchant à minimiser le critère (3.4), il faut intro- 
duire une condition supplémentaire qui consiste à conserver le signe 
des accroissements Ao;. 
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$ 9.5. Construction des mouvements des 
BM dans un environnement avec obstacle. 
Cycle d’adaptation 


Le principe de l’optimalité locale et les critères d'économie et de 
rapidité permettent de résoudre, dans le cas général, le problème de 
l’utilisation rationnelle de la redondance motrice d’une chaîne ci- 
nématique à plusieurs éléments lorsque le mouvement de l’effecteur 
est donné. 

Dans un environnement sans obstacles il suffisait de tenir compte 
de deux groupes de conditions : 4) imposées par le mouvement donné 
de l’effecteur ; 2) définies par le critère d’optimalité du mouvement. 
Lorsqu'il y a obstacles, on doit compter avec un autre groupe de 
conditions, qui sont imposées par l’environnement. Ce problème est 
abordé dans de nombreux travaux [1, 26, 33, 62, 76, 78] mais les 
approches sont tellement diversifiées que le problèn'e est loin d’être 
épuisé. Nous allons l’envisager sous la forme suivante. Soient don- 
nés une trajectoire discontinue x, 4 — 0, 1, 2, ..., du mouvement 
de l’effecteur dans l’espace de travail du BM et un obstacle immobile 
G. La chaîne cinématique ne peut pas avoir de points communs avec 
l'obstacle. On demande d'établir une suite q, de configurations du 
BM pour lesquelles xc (g:)= xx et qui vérifient toutes les contrain- 
tes imposées par la présence de l’obstacle. 

Nous abordons la résolution du problème posé par la simulation 
d'une propriété inhérente aux organismes simples et appelée tropis- 
me. On entend par là la réaction de locomotion orientée des organis- 
mes causée par des agents extérieurs unilatéraux d'origine quelcon- 
que. À 
Dans le cas d’un dispositif technique qu'est le manipulateur, 
nous entendrons par « agent » l'information concernant la disposi- 
tion réciproque de ses éléments et de l'obstacle dans l'espace de tra- 
vail, et nous appellerons « tropisme » (plus exactement, « tropisme 
négatif ») les réactions du BM tendant à l'éloigner de l'obstacle. 
Fait essentiel: les mouvements orientés du BM sont effectués en 
mettant à profit sa redondance motrice, alors que l'effecteur suit 
dans son déplacement une loi donnée. La disposition réciproque de la 
chaîne cinématique et de l'obstacle sera caractérisée par une fonction 
R de la distance définie par 


R = minp(x, G), (5.1) 


où p est le carré de la distance de deux points de l’espace de travail ; 
le minimum de p est pris suivant tous les couples de points dont le 
premier appartient à l’un des éléments de la chaîne cinématique et 
l’autre, à la surface de l'obstacle G. 

Notre méthode de construction des mouvements dans un envi- 
ronnement avec obstacle consiste à déterminer, pour chaque confi- 
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guration q, du BM, le point P; à la surface de l'obstacle, qui peut 
s'avérer le « plus gênant » pour le déplacement élémentaire suivant 
de l’effecteur (on admet que c’est le point de G le plus proche de la 
chaîne du manipulateur). En même temps on recherche le point P; 
appartenant au manipulateur et le plus proche de l’obstacle, donc 
du point P;, qui risque le plus de heurter l'obstacle au passage à la 
configuration @:+,- Lorsqu'on procède à la construction de la confi- 
guration @:+1, On tient compte du changement de la distance des 
points P; et P;, afin d'empêcher leur rapprochement trop dangereux. 
Le rayon g de la zone « dangereuse » doit être défini à partir des 
considérations a priori (les dimensions linéaires de la chaîne ciné- 
matique, les dimensions et la forme de l'obstacle, la loi du mouve- 
ment de l’effecteur, les erreurs du suivi des trajectoires théoriques, 
etc.) qui ne seront pas traitées ici. 

Reprenons le problème de la construction des mouvements du 
BM, localement optimaux selon le critère quadratique de compro- 
mis (3.4). Les conditions linéarisées du déplacement programmé de 
l'effecteur du point x, au point voisin x,+, ont toujours la forme 
(1.4). Cependant, il faut maintenant tenir compte aussi de la condi- 
tion de « sécurité» du mouvement 


R(Qx+1) > 9 (5.2) 


imposée par la présence de l'obstacle. Le vecteur optimal recherché 
A,@ doit minimiser (3.4) compte tenu des conditions (1.4), (1.5) et 
(5.2). 

Pour résoudre ce problème Jd'extrémum, profitons de la petitesse 
du vecteur des accroissements A, et linéarisons la fonction R () 
de la distance dans un voisinage de la configuration ;: | 


R (p2+1) = R (px) +‘ (grad R) (Ag), (5.3) 


où grad R — (0R/ômp, - . ., 0R/8p,) est le vecteur du gradient de 
R dans l'espace de configurations. Représentons le vecteur A, 
cherché sous la forme d’une somme: 


Axp = Ya + dr, (5.4) 


où y. est la perpendiculaire (pour la métrique définie par la fonc- 
tion (3.4)) menée de l’origine des coordonnées de l’espace des accrois- 
sements Ag à l’hyperplan (1.4), c'est-à-dire le plus court vecteur (3.4) 
vérifiant (1.4). Autrement dit, y, représente la solution du problème 
de construction des mouvements en l'absence d'obstacles et peut 
être tirée directement des équations (1.4) et (3.7) (à cette étape nous 
négligeons les contraintes (1.5) qui sont vérifiées par la plupart des 
configurations). 

Le second terme de (5.4) représente un accroissement « compensa- 
teur » qui éloigne le point P; du point P;; il n’a pas d'effet sur la 
position x:+, de l’effecteur et n’est utilisé que lorsque la condition 
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(5.2) est violée par y:. Par conséquent, si 6, = 0 (donc A; = vs) et 
que la condition linéarisée obtenue par la substitution de (5.3) dans 
(5.2) est satisfaite, alors le vecteur y, est en même temps solution du 
problème de construction des mouvements dans un environnement 
avec obstacle. (Ce qui est évidemment toujours vrai lorsque 
R (gx) > gx, donc lorsque le manipulateur est suffisamment éloigné 
de l'obstacle.) Dans le cas contraire, lorsque 6, + 0, en portant 
(5.3) et (5.4) dans (5.2), nous obtenons l'’inéquation 


(grad R) 8, > q — R (qu) — ‘(grad R)m >0 (5.5) 


qui doit être satisfaite par le vecteur Ô,. Puisque A; et y, sont 
solutions du système (1.4) avec second membre, 8, doit être solution 
du système homogène associé que nous écrirons sous la forme 


t(grad F;) 3 —0, i—1,...,r. (5.6) 


L'inéquation (5.5) définit la partie de l’hyperplan (5.6) à laquel- 
le doit appartenir 6,. Cherchant à miniser le carré de la longueur 
(3.4) de l'accroissement total A,, on doit aussi minimiser le vecteur 
&, (comme les vecteurs y, et 6, sont orthogonaux, lorsqu'on fait 
leur somme, les carrés de leurs longueurs sont additionnés). Nous 
allons donc chercher 8, comme le point le plus proche de l'origine 
des coordonnées de l’hyperplan de dimension nr —r —1, défini 
par (5.6) et par la condition 


‘(grad R) 6, = q — R (qu) — ‘(grad R) vw. (5-7) 


Conformément aux formules établies au $ 9.3 pour la recherche 
du point 6, du minimum de la fonction quadratique compte tenu 
des conditions linéaires (1.4), l’adjonction d’une condition supplé- 
mentaire (5.7), ne fait que croître d’une unité, donc jusqu'à r + 1, 
l'ordre du système d'équations linéaires servant à déterminer l’extré- 
munm. 

Nous voyons que même en présence d’un obstacle dans l’espace 
de travail du manipulateur, la procédure localement optimale de 
construction des mouvements se réduit à la résolution d’un système 
d'équations linéaires d'ordre peu élevé. Ainsi, la principale modi- 
fication apportée dans l'algorithme de construction des mouvements 
par la présence d’un obstacle est la nécessité de construire le vecteur 
grad R. En désignant par xp, xP- les rayons vecteurs des points 
P%, P; de l’espace de travail du BM, nous obtenons 


R = t(xp- —_ Xp’) (xp- _— xp’), 
grad R = 2 [(xp- — xp-)/0@;] (xp — xp’) = (5.8) 
= 2 (8xp-/09p;] (xP- — Xp). 


Le crochet renferme la matrice des dérivées partielles des coordon- 
nées du vecteur correspondant ; on y a tenu compte du fait que le 
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vecteur xP- ne dépend pas de A;,p. Conformément à (5.8), pour cal- 
culer grad R il faut connaître xp, x. et les coordonnées du point 
P; dans un des repères associés aux éléments du BM (pour détermi- 
ner grad Xp-). 


La recherche de la position des points P; et P; nécessite évidem- 
ment d'analyser la forme géométrique des éléments du BM et de 
l'obstacle, ce qui dans le cas général n'est pas toujours facile. Les 
difficultés de cette nature surgissent inévitablement dans toute 
méthode employée pour gérer la position réciproque des solides de 
forme complexe se trouvant à faible distance l’un de l’autre. Cepen- 
dant, s’il est possible d’assimiler les éléments du BM et l'obstacle 
à des solides de forme suffisamment simple (avec respect des zones 
de « sécurité »!), à savoir à des cylindres, sphères ou polyèdres à 
HE de faces peu élevé, on peut déterminer P; et P;, en temps 
réel. 

Signalons que dans certaines situations la condition de sécurité 
linéarisée (5.5), avec grad R sous la forme (5.8), ne convient pas 
pour éviter l'obstacle. En effet, dans (5.8) nous tenons compte des 
seuls déplacements du point P;, qui sont dus à la variation de la 
configuration du BM, en négligeant les mouvements des points P; 
et P; respectivement sur la surface de l’obstacle ou d’un élément du 
BM, c’est-à-dire que nous ne nous intéressons pas à la géométrie de 
la surface dans le voisinage des points P; et P;. Si, au passage de 
Qx à Pa, la Variation des coordonnées absolues de P; ou des coor- 
données relatives de P; devient essentielle (de telles situations se 
rencontrent lorsque l'élément du BM « portant » le point P; se dé- 
place « le long » de la surface de l’obstacle ou de son arête), l'erreur 
de la condition (3.5) peut devenir tellement grande que le BM risque- 
d'être entraîné dans la zone dangereuse et de heurter l'obstacle. 

Le trait particulier de l'algorithme qui doit assurer le mouvement 
programmé de l’effecteur dans pareilles situations et permettre en 
même temps de minimiser (3.4) avec conditions linéaires est que les 
mouvements du BM qui tendent à l'éloigner de l'obstacle ne sont 
plus compensateurs, secondaires, mais deviennent principaux. À un 
certain moment l’effecteur cesse de suivre la trajectoire programmée 
(on pose A;x = 0) pour que puisse commencer la recherche d’une 
configuration du BM vérifiant la condition de sécurité et mieux adap- 
tée à la poursuite de cette trajectoire. Au cours d’un cycle d'adapta- 
tion la position de l’effecteur ne change pas mais le manipulateur 
conserve une certaine mobilité en raison de sa redondance motrice. 

Dans un cycle d'adaptation, on calcule les accroissements sf? 


et les configurations géo correspondantes pour lesquelles xc = x4. 
Réaliser ces configurations intermédiaires est dépourvu d'intérêt 
à cause de caractère de recherche du cycle d'adaptation, bien que 


chaque accroissement 8{” soit défini de façon unique par le critère 
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(8.4). Seul le résultat du cycle d'adaptation, la configuration 
Parti = Pa + Va + Z &k”, (5.9) 


présente de l'intérêt; on considère qu’elle vient immédiatement 
après Pr- 

Lorsqu'un problème de construction des mouvements avec cy- 
cles d'adaptation est traité sur ordinateur, il faut donner deux va- 
leurs critiques de la distance: q, et ge (gi >> gq2). Un algorithme 
« régulier » assurant le déplacement de l'effecteur suivant une tra- 
jectoire programmée demeure opérant tant que R > q.. En dessous 
de cette limite la commande passe à un cycle d'adaptation qui se 
poursuit tant que R << gq,. Grâce à ce mode de commande à hystéré- 
sis on évite des commutations fréquentes des régimes de fonction- 
nement. 3 

Attirons l’attention sur un détail lié à l’utilisation de l'égalité 
(5.7) dans les cycles d'adaptation. Etant donné qu’un cycle commence 
pour R (px) < g2, alors, en faisant qg = g, dans (5.7), nous obtenons 
un accroissement AR >> q, — q, qui représente la somme de plusieurs 
accroissements successifs 6{”. Autrement dit, les accroissements 6, 
obtenus par la formule (5.7) avec q = q, ne sont pas petits et la li- 
néarisation de leur fonction de position conduit à une erreur non 
négligeable. Le procédé le plus simple de corriger cet algorithme 
consiste à normer les accroissements 6, calculés d’après (5.7). On 


obtient di =, où Aest la valeur limite choisie à l'avance 


Comme la méthode employée dans les cycles d'adaptation pour 
« améliorer » la configuration est locale, il y a des cas où elle ne 
fournit pas de configuration qui permette de poursuivre la construc- 
tion de la trajectoire programmée en toute sécurité, et la question 
d’existence de telles configurations n’est pas épuisée. Disons à titre 
d'exemple qu’un cycle d'adaptation peut aboutir à un minimum 
local avec R < q, ou bien à un ensemble de configurations vérifiant 
toutes les contraintes imposées sans pour autant être connexe. 

Le seul moyen de répondre à la question de savoir si des configu- 
rations « sûres » existent ou non est de se tourner vers des algorith- 
mes globaux de recherche d’un extrémum (si la réponse à cette question 
est négative, cela signifie que les configurations sûres sont inexis- 
tantes et la tâche motrice assignée n’a pas de solution). Ces algo- 
rithmes globaux doivent être complétés par des algorithmes per- 
mettant de dire si une configuration sûre est atteignable ou non à 
partir de la configuration actuelle æ, ou à partir de l’une des confi- 
gurations précédentes , (dans ce dernier cas, l’intervalle ph, . . . 
++. Pa de la loi de mouvement déjà construite doit être considéré 
comme « piste erronée » et est à reconstruire). 

Citons quelques généralisations possibles de la méthode exposée. 
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D'abord, dans certains cas il faut que les quantités q, et q, soient va- 
riables. Un exemple: supposons que certaines portions de la trajec- 
toire de l’effecteur passent trop près de l’obstacle. Dans cette situa- 
tion, il serait logique de choisir comme gq, une fonction p (x:, G), 
c'est-à-dire de demander que de tous les points de la chaîne ciné- 
matique le point caractéristique de l’effecteur soit le plus proche de 
l'obstacle. 

Une autre généralisation concerne la construction des mouve- 
ments en présence de plusieurs obstacles G;, ..., G.. La méthode 
proposée conduit dans ce cas à m conditions du type (5.2) pour diffé- 
rentes fonctions dela distance, et aux contraintes linéaires (5.5) 
correspondantes. Si le nombre des contraintes (5.5) violées pour y: 
excède le degré de redondance motrice n — r, l'égalité ne peut être 
réalisée simultanément dans ces contraintes, de sorte qu’on aura à 
résoudre un problème qui consiste à minimiser une fonction quadra- 
tique avec des contraintes du type des inégalités. Nous avons abordé 
cette question en parlant des conditions (1.5). En outre, si les di- 
mensions des obstacles sont commensurables avec celles de la chaîne 
cinématique, il serait souhaitable de donner plusieurs fonctions R; 
pour mieux caractériser leur distance aux éléments du BM, ce qui 
aussi fait croître le nombre des contraintes du type (5.2). 

Les méthodes d’évitement des obstacles fondées sur les principes 
du tropisme et de l'adaptation et développées ici ne sont pas les 
seules possibles. De la multitude d’approches proposées pour cons- 
truire les lois de mouvement des BM dans un environnement avec 
obstacles, nous allons retenir quelques travaux qui, par les idées 
avancées, sont proches de notre méthode. Citons l’article [76] paru 
presque simultanément avec [62] et où le mouvement de l'effecteur 
du BM vers le point but dans un environnement avec obstacles est 
construit à l’aide d’un champ de vitesses spécial. L’effecteur assi- 
milé à un point se meut vers le but suivant une droite si rien n’em- 
pêche son déplacement. Si un obstacle se rencontre sur son chemin 
vers le but et se trouve assez près de l’effecteur, alors au vecteur 
vitesse de déplacement s’additionne le vecteur vitesse derepoussement. 
Leur somme doit permettre à l’effecteur de contourner l'obstacle. 

En outre, pour chaque élément du BM dont la distance à un obs- 
tacle donné est inférieure à une certaine valeur (cette distance étant 
définie conformément à (5.1), la condition de proximité de l’obs- 
tacle coïncide au signe près avec la condition de sécurité (5.2)), 
sont calculés, d’après les règles spéciales, les vecteurs vitesses de re- 
poussement. On introduit aussi des vecteurs supplémentaires pour 
assurer la compatibilité des vitesses de deux points extrêmes de 
chaque élément. 

Il est facile de voir que les méthodes de [62] et de [76] ont beau- 
coup de commun: les deux tiennent compte de la variation de la 
distance qui sépare les éléments du BM et l'obstacle. Pourtant il 
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existe entre elles une différence majeure: dans [62] le mouvement 
prioritaire est le suivi d’une trajectoire programmée qui ne s’inter- 
rompt que lorsqu'il devient impossible de poursuivre le programme 
à partir de la configuration courante, pour passer la commande à 
l'algorithme de la recherche d’une configuration mieux « adaptée » ; 
dans [76], au contraire, les vecteurs vitesses qui sont dirigés vers le 
but et ceux qui sont issus de l’obstacle sont additionnés comme équi- 
valents. Par conséquent, dans le cadre d’un même algorithme se trou- 
vent réunies comme équiprioritaires les procédures de niveaux hiérar- 
chiques différents: l'élaboration de la trajectoire de l’effecteur et 
la construction du mouvement du BM suivant cette trajectoire. Ceci 
conduit à l'apparition d’une sorte de « points d’équilibre », qui sont 
des positions en lesquelles la vitesse résultante de l’effecteur est 
nulle. Une position d'équilibre stable « attire » le BM et pour l'en 
fâire sortir il faut utiliser d’autres algorithmes, spécialement déve- 
loppés en prévision de telles situations. 

L'inconvénient mentionné est aussi propre aux méthodes exposées 
dans (36, 24*]. Pour réaliser l'attraction et le repoussement on utili- 
se les fonctions potentielles, de sorte que le mouvement du BM 
s'effectue dans le champ des forces défini par ces potentiels. Le point 
but joue le rôle du pôle d'attraction, tandis que les obstacles sont 
traités comme des surfaces de repoussement. En dehors du champ 
potentiel de l'obstacle, l’effecteur accomplit un mouvement recti- 
ligne vers le but à la vitesse la plus grande possible. 

Le potentiel de « repoussement » est établi à l'aide de fonctions 
de la distance. Les éléments du BM sont assimilés à des segments de 
droite, les obstacles. à des ensembles composés d'objets géométri- 
ques élémentaires: point, droite, plan, ellipsoide, parallélépipède, 
cône et cylindre. Le mouvement du BM dans un environnement avec 
obstacles est décrit par des équations dynamiques de Lagrange dont 
le lagrangien comporte, outre l'énergie potentielle de la pesanteur, 
les potentiels artificiels d'attraction et de repoussement. 

Signalons à l'attention du lecteur l’article [38*] qui expose une 
approche du problème pratiquement identique à la notre [62]: on 
y procède notamment par la représentation de la solution sous la 
forme d’une somme de la solution de l’équation avec second membre 
assurant le suivi de la trajectoire donnée et de la solution de l’équa- 
tion homogène servant à éviter l'obstacle ; par le choix de ces solu- 
tions d’après le minimum de la longueur du vecteur ; par la recherche 
du point du BM le plus proche de l'obstacle ; par l'usage des valeurs 
critiques de la distance, analogues à q, et g., qui « commutent » les 
algorithmes de commande. Les méthodes diffèrent par la forme d’écri- 
ture des équations dynamiques: dans [62] elles sont écrites en accrois- 
sements (forme discontinue) et dans {38*], dans une forme diffé- 
rentielle (par rapport aux vitesses). 

Il serait intéressant de comparer entre eux divers algorithmes 
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de contournement des obstacles. On peut le faire à l’aide des esti- 
mations semblables aux estimations globales de l'économie et de 
la rapidité, établies au $ 9.3 pour les algorithmes de construction 
des mouvements des BM en l’absence d'obstacles. 

Rappelons que les estimations globales des propriétés mécaniques 
et algorithmiques des BM ont été obtenues comme des moyennes 
prises suivant l’ensemble correspondant d'opérations élémentaires 
et donc traduisaient seulement les propriétés intrinsèques des mani- 
pulateurs indépendamment de la tâche à accomplir. Quant au pro- 
blème du suivi d’une trajectoire donnée avec contournement des obs- 
tacles, il peut être assimilé à un mouvement forcé d’un manipula- 
teur dont les propriétés intrinsèques se manifestent sous la forme de 
réactions à une sollicitation extérieure. Pour ces réactions provoquées 
on ne peut définir aucune opération élémentaire de contournement 
de l’obstacle, ni, par conséquent, établir les estimations globales 
qui ne tiennent compte de la forme et des dimensions de l'obstacle, 
ainsi que de la trajectoire de déplacement de l’effecteur. 

On peut également entreprendre une comparaison quantitative 
des différents algorithmes de contournement des obstacles. En effet, 
diverses caractéristiques quantitatives des systèmes biologiques et 
biotechniques sont déterminées d'après les résultats des réactions 
de ces systèmes à des sollicitations extérieures bien déterminées, 
autrement dit, d’après les résultats de l'exécution d’une certaine 
collection de tests. Sur le plan méthodologique, la méthode des 
tests le cède beaucoup à la méthode des opérations élémentaires et 
ce pour deux raisons: 1) les collections de tests sont pratiquement 
inépuisables ; 2) l’absence de critères de préférence des tests (le seul 
critère utilisé dans les études expérimentales est la notion assez floue 
de complexité d’un test ou de son importance pratique immédiate). 
Et pourtant, malgré ces inconvénients, il n’existe pour le moment 
aucune méthode qui puisse remplacer la méthode des tests. 

Pour évaluer un algorithme de contournement de l’obstacle (ap- 
pliqué à un BM concret) par la méthode des tests, il faut inclure dans 
la tâche d'essai la description de la forme et des dimensions de l’obs- 
tacle, de la trajectoire du mouvement de l’effecteur et de la confi- 
guration initiale du BM. Comment évaluer l'efficacité d’un algorith- 
me pour une tâche motrice ainsi formulée ? Il faut avant tout que 
l’algorithme permette d'exécuter la tâche sans collisions avec l’obs- 
tacle. C'est la condition sine qua non, et si elle est réalisée, en utili- 
sant les critères (1.2) et (2.1) on calculera pour le test en question 


les « dépenses » moyennes W du volume du mouvement et du temps 


T mis pour l’effectuer, rapportées au déplacement unitaire de l'ef- 
fecteur. Nous voyons que les estimations de l’économie et de la 
rapidité permettant de juger de l'efficacité d’un algorithme de réali- 
sation des mouvements d’un BM dans un environnement sans et 
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avec obstacles, sont globales dans le premier cas, c'est-à-dire em- 
brassent tout l’ensemble des opérations élémentaires de déplacement, 
et ne le sont pas dans le second, où elles sont fondées sur la partie 
des opérations élémentaires, utilisée par la tâche d'essai en question 
(le choix de ces opérations dépend de l’algorithme appliqué). Cette 
différence n'empêche pas que dans les deux cas on obtient une esti- 
mation vectorielle de la qualité de l’algorithme retenu, fondée sur 
les critères d'économie et de rapidité. 

La méthode des tests peut également être appliquée aux algorith- 
mes de niveau supérieur, i.e. aux algorithmes de programmation 
des mouvements. Seulement dans ce cas la tâche motrice doit être 
réalisée tant pour un BM concret que pour des algorithmes bien dé- 
terminés de construction des mouvements. Vues sous cet angle, l’éco- 
nomie et la rapidité revêtent l’aspect de propriétés algorithmiques 
universelles permettant d'évaluer l’efficacité de tout algorithme du 
système d'intelligence artificielle d’un robot, appliqué à la con- 
struction des mouvements de ce dernier. C’est là un trait de plus 
par lequel les propriétés algorithmiques diffèrent des propriétés mé- 
caniques qui sont utilisées indépendamment pour décrire les diffé- 
rents aspects du fonctionnement du manipulateur. 


$ 9.6. Résultats de la simulation de 
l’algorithme de contournement de l’obstacle 


L'algorithme de construction des mouvements dans un environ- 
nement avec obstacles, proposé au paragraphe précédent, sera illus- 
tré ici sur un exemple pour lequel un programme a été rédigé et 
une simulation numérique effectuée [45]. Cet exemple peut servir de 
tâche d’essai pour tester l'efficacité d’un autre algorithme de con- 
tournement -de l'obstacle. 

Le manipulateur était le BM à cinq degrés de mobilité schématisé 
par la figure 5.13c. Comme modèle d’obstacle G on avait choisi une 
enveloppe cylindrique aux parois minces, d'équations x, => 0, x + 
+ x =r°. La tâche motrice se réduisait à l’introduction de l’effecteur 
du BM à l'intérieur du cylindre et à sa progression maximale le 
long de son axe. La situation où une partie de la chaîne cinématique 
d’un BM est « entourée » de toutes parts par l'obstacle permet de vé- 
rifier le fonctionnement du principe du tropisme, qui se traduit ici 
par l’écartement, à chaque pas, de deux points, PX et P;, dans des 
conditions assez complexes. 

Les éléments du BM étaient assimilés à des tiges rectilignes d’é- 
paisseur négligeable. Cette convention permettait de déterminer la 
fonction R de la distance par calcul direct des quantités p (x, G) 
pour les points équidistants du BM d’après la formule (fig. 9.10) 


de VAFA-N purs >0 


ee — 6.1 
+(VÉ+É—r) pour r, <0. Li 


22* 
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En modifiant dans un certain rapport les coordonnées z, et x; du 
point P” pour lequel on avait min p (x, G), on déterminait le point 
P' du cylindre le plus proche du BM. L'’abscisse de ce point était éga- 
le à x, pour x, > 0 et était nulle pour zx, < 0. Les coordonnées des 
points extrêmes des éléments du BM étaient définies par les rela- 
tions suivantes 


Zp1 = Toi — @ COS 6, sin 6,, Toi = Zp1 + 2 COS 6, sin (04 + 8.), 
Tpa = Zoe + M SiIN0,SiNG,, Zoe = Zp2 + A Sin 6, sin (8, + 6,), 
Zps = Tos T M COS 0, Zos = Tps + Ge COS (04 + 64), 
Za = To + LI[cos 6, sin (8, + 82) cos 6, + 

+ (cos 6, cos (8, + 6.) sin 6, + sin 6, cos 6,) sin 6,], (6.2) 
Zc»a = To + L'Isin 6, sin (8, + 8,) cos 65 + 

—+ (sin 8, cos (86, + 6.) sin 6, — cos 6, cos 0,) sin 6], 

Zca = Zos + L'Icos (8: + 64) cos 8, — sin (6, + 0,) sin 6, sin 64], 


qui étaient utilisées dans le programme pour calculer les coordonnées 
de tous les points « d’essai » du BM et, après dérivation, pour déter- 
miner grad R selon (5.8). 

Comme information « d'entrée », l'algorithme de contournement 
de l'obstacle utilise la loi du mouvement du point caractéristique C. 
Afin de réduire le nombre des don- 
nées à introduire dans la machine 
au cours de la simulation cet algo- 
rithme a été complété par un algo- 
rithme de planification qui calcu- 
lait le déplacement A;x pour cha- 
que configuration q, suivante. 


Fig. 9.11 


Selon l'algorithme de planification, l’espace de travail du BM 
est divisé en trois domaines (fig. 9.11). Les flèches indiquent le sens 
de déplacement de l’effecteur dans chacun de ces domaines (parallè- 
lement à l'axe z,, mais en sens opposés dans les domaines I et III, 
radialement vers l'axe x, dans le domaine II). Conformément à cet 
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algorithme relativement simple, le point C se déplace comme prévu 
par la tâche motrice assignée sans jamais tomber dans la zone « dan- 
gereuse ». 

Les positions initiales de l’effecteur étaient données dans le do- 
maine III, la trajectoire complète du mouvement comprenait 100 à 
200 pas de déplacements élémentaires A;x (selon la valeur initiale 
Zc1) au cours desquels la chaîne cinématique se ployait d’abord, puis 
se déployait et enfin s’allongeait suivant l'axe z,. Les configura- 
tions intermédiaires du BM montrées à la figure 9.10 illustrent ce 
processus. 

Le plan adopté était tellement conforme à la tâche motrice assi- 
gnée qu’il ne créait pas de complications supplémentaires pour l'al- 
gorithme de construction des mouvements au cours de la simulation. 
Le plan = déplacement de l’effecteur est symétrique par rapport à 
l’axe x. Les angles 6; n’étaient pas limités par les contraintes du 
type (1.5) et les deux premiers couples cinématiques du BM étaient 
dans ce cas équivalents à une articulation à rotule. Par conséquent, 
si le point O se trouve sur l’axe z,, tous les plans passant par cet axe 
sont équivalents pour le BM donné et il n'existe pas de déplacement 
de l’effecteur non prévu par le plan des mouvements adopté, qui 
puisse « faciliter » l’évitement du cylindre. 

Une autre conséquence de l’absence de limitations était que la 
réalisation: de là tâche motrice s’est avérée pratiquement indépen- 
dante de la configuration initiale g,, bien que le choix de q, déter- 
minât et le volume du mouvement, et sa répartition suivant les 
degrés de mobilité du BM. Dans ces conditions, le rôle des paramè- 
tres r et ro, devenait prépondérant, car, les dimensions de la chaîne 
cinématique étant fixes, c’étaient eux qui déterminaient pour le 
point C la possibilité d'entrer dans le cylindre. 

La procédure de simulation était réitérée pour des valeurs décrois- 
santes du rayon r du cylindre et pour une même configuration ini- 
tiale @.. Tant que r est grand, le manipulateur évite l’obstacle uni- 
quement grâce à un choix adéquat de la trajectoire du mouvement et 
une répartition « économe » du volume du mouvement suivant les 
degrés de mobilité. Dans ce cas, le second membre de (5.5) est néga- 
tif et 6, = 0 pour tout k. 

Avec le décroissement de r, comme il fallait s’y attendre, la con- 
dition de sécurité commence à être violée à l'étape du ploiement 
maximal, lorsque le BM évite le bord du cylindre. Chaque dépla- 
cement élémentaire de l’effecteur sur cette portion de la trajectoire 
Den de calculer l'accroissement 6, «écartant» le BM de l’obs- 
tacle. 

Lorsque r continue de décroître, on voit apparaître les cycles 
d'adaptation pour plusieurs accroissements consécutifs A;,x, où la 
condition de sécurité (5.2) avec g = g, ne peut être satisfaite sans 
qu'une variation A, considérable soit imposée à la configuration 
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précédente du BM. La cause en est que pour réaliser un petit dépla- 
cement de l'effecteur sans que celui-ci approche du bord du cylindre, 
il faut fortement faire varier les angles 6, et 6.. Le point P; se dépla- 
ce alors rapidement le long de l'élément PQ et la relation linéarisée 
(5.7) ne permet plus de déterminer la variation de la fonction R de la 
distance, cette dernière devenant très petite pour l'accroissement 
normé 6j. En appliquant (5.7), on peut augmenter R pour chaque 
&, mais alors le cycle d'adaptation se compose d'un grand nombre 
(jusqu’à 20) de petits pas. 

Les cycles d'adaptation s'allongent d'autant plus que rest 
petit. La procédure se poursuit jusqu'à ce que le BM ne s'immo- 


Fig. 9.12 Fig. 9.13 


bilise à la frontière de la zone dangereuse. La fonction R n'’atteint 
jamais la valeur g, dans un cycle d'adaptation. Il se crée une 
situation analogue au « coincement » du mécanisme: un point 
P” de l'élément PQ bute contre une frontière de la zone dangereuse 
(cf. fig. 9.12), et le point Q bute contre une autre frontière. Dans une 
pareille situation, si l’on tente d’écarter de l'obstacle le point P° 
par exemple, on en fait approcher le point @, et vice versa. Comme 
le montre l'analyse géométrique, l'algorithme développé de con- 
struction des mouvements des BM permet d’épuiser toutes leurs possi- 
bilités motrices ; le coincement à la frontière de la zone dangereuse 
ne peut se produire que pour un certain rapport entre le diamètre du 
cylindre et la distance le séparant de la base du BM, rapport pour 
lequel la tâche motrice en question n’a pas de solution. 

Pour la simulation numérique du contournement de l'obstacle 
nous avons admis a, = a, = 1, L — 0,33. Les angles de rotation 8; 
n'étaient pas limités. La fonction R de la distance était calculée 
d'après 50 points de la chaîne cinématique : 20 points équidistants 
(séparés de hk — 0,05) étaient choisis sur chacun des segments OP 
et PQ, 10 points (k — 0,033) sur le segment QC. Le déplacement élé- 
mentaire du point C était choisi égal en valeur absolue à 0,03; les 
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relations linéarisées (1.4) assuraient la précision des calculs des 
coordonnées de xc de l’ordre de 0,001. Les deux niveaux de commu- 
tation de l’algorithme étaient g, = 0,10 ; g, = 0,05 (le choix de g, 
tenait compte des erreurs possibles de calcul de R d’après l’ensem- 
ble discontinu de points du BM et éliminait l'éventualité de l’in- 
tersection des segments PQ, QC avec le cylindre dans ce cas aussi). 
Les accroissements 6, qui avaient lieu dans les cycles d'adaptation 
étaient normés par À — 0,2. 

La figure 9.13 représente le plan des paramètres (r, zo,) où sont 
montrés les résultats de la simulation de l'algorithme de contourne- 
ment de l'obstacle dans le cas où le point O se trouve sur l'axe du 
cylindre. La complexité du problème du contournement du cylindre 
croît avec la diminution de r et de x,, ; les contraintes imposées par 
la condition de sécurité (5.2) sur les configurations admissibles du 
BM deviennent de plus en plus serrées. 

La courbe Z à la figure 9.13 délimite le domaine des paramètres 
T, Zo, pour lequel les accroissements compensateurs 6, = 0 le long 
de toute la trajectoire. Autrement dit, le plan adopté de déplacement 
de l’effecteur et la répartition des accroissements A,8;, optimale 
selon le critère (3.4) avec f; = 1, j = 1, ..., 5, assuraient le con- 
tournement du cylindre sans qu'il soit nécessaire de tenir compte de 
la distance qui le sépare du BM. 

Dans le domaine compris entre les courbes Z et 2 il fallait cal- 
culer les accroissements 6, afin de satisfaire à la condition (5.2). 
Mais il n'était pas nécessaire d'arrêter l’effecteur et d’avoir recours 
aux cycles d'adaptation, puisque la condition linéarisée (5.7) défi- 
nissait avec une précision suffisante la distance jusqu'à l'obstacle 
en fonction de A;q. 

Enfin, dans le domaine entre les courbes 2 et 3 la procédure com- 
portait inévitablement les cycles d'adaptation dont la durée aug- 
mentait rapidement à l’approche de la frontière de la zone dange- 
reuse. 

La courbe 3 délimite le domaine d'existence de la solution de la 
tâche motrice en question. À proximité de cette courbe les cycles 
d'adaptation cessent de converger vers la valeur R = q, et il se 
produit un « coincement » de la chaîne cinématique. En remarquant 
que l'obstacle est symétrique par rapport à l'axe x, et que les deux 
premiers couples cinématiques sont équivalents à une articulation 
à rotule, on peut déduire la condition de coincement à partir de 
l'analyse d’un BM plan à deux degrés de mobilité (la chaîne OPQ à 
la figure 9.12). 

La configuration de cette chaîne peut être décrite à l’aide de deux 
paramètres angulaires, 6, et 6., et les conditions de coincement pren- 
uent la forme 


p(PQ, S)=g, zeœ=r—Va (6.3) 
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où p (PQ, S) désigne le carré de la distance du segment PQ au point 
S. Ecrivons les coordonnées (7, z,) d’un point arbitraire du segment 
PQ sous la forme z; = Atp; + (1 — À) zou. Alors, la première con- 
dition (6.3) s'écrit 

ou {tps +(1—2) za +[Atïps + (1—2)zo+rF}= 0, (6.4) 
où il est tenu compte du fait que zs, = 0, zge = —r. En dérivant 
(6.4) par rapport à À, nous obtenons la valeur extrémale Ain: 


Min = (Qi — Zr:) To + (Zes — Zp2) (To + r)V/as, (6.5) 
et en substituant (6.5) dans (6.4), nous déterminons p (PQ, S). Si les 
conditions (6.3) considérées comme des équations en 6, et 6, admet- 
tent une solution pour laquelle 0 < Amin < 1, il y a coincement 
(domaine hachuré de la figure 9.13). Ainsi, la possibilité de décrire 
analytiquement la situation où il y a coincement de la chaîne ciné- 
matique à la frontière de la zone dangereuse parle en faveur de 
l'algorithme, fondé sur les principes du tropisme et de l'adaptation 
ici proposé. 


$ 9.7. De l’organisation des procédures de 
calcul lors de la construction des mouvements 


Dans ce paragraphe nous décrivons la structure modulaire du 
programme de construction des mouvements élaboré dans {45, 47]: 
queue résultats d'exécution du programme ont été mentionnés 
au $ 9.6 

Plus haut nous avons décrit en détail les principes généraux mis à 
la base de la construction des mouvements: l’optimisation locale 
des petites variations A; de la configuration selon un critère quadra- 
tique du type (3.4) de compromis (entre l’économie et la rapidité); 
le tropisme, c’est-à-dire l'introduction des mouvements compensa- 
teurs 6, conformément à (5.7), assurant un écart de sûreté entre le 
BM et l'obstacle ; l'adaptation qui représente une procédure itérative 
de recherche d’une configuration (5.9) « sûre » permettant de conti- 
nuer le contournement de l'obstacle. 

Pour réaliser avec efficacité ces principes dans un programme 
unique de calcul des A, d’après A,x, ce dernier a été rédigé sous 
forme de modules. Chaque module représente une procédure de cal- 
cul achevée liée à d’autres modules uniquement par les valeurs de 
ses paramètres d'entrée et de sortie. Dans un enchaînement des modu- 
les de programme, les paramètres d’entrée de chaque module sont 
soit les paramètres d'entrée de l’ensemble du programme de con- 
struction des mouvements, soit les paramètres de sortie de l’un des 
modules précédents. 

Les modules du programme sont simples ou composés. Les odu- 
les simples réalisent des procédures de calcul bouclées et ne con- 
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tiennent pas d'appel à d’autres modules de programme. Exemple : 
modules servant à calculer la position et l'orientation de l’effecteur. 
Les modules composés contiennent des appels à un ou à plusieurs mo- 
dules, tant simples que composés. Chaque appel à un module est. 
précédé d’une comparaison des paramètres d'entrée courants avec: 
les paramètres d'entrée de l’appel précédent à ce module. En cas de- 
coïncidence, le processus d’appel se réduit à l'extraction de la mé- 
moire, du tableau des paramètres de sortie du module, calculés lors. 
de l'appel précédent. 

Vu que l’algorithme de construction des mouvements dans un- 
environnement sans obstacles peut être considéré comme un cas 
particulier de l’algorithme de contournement de l'obstacle, une- 
partie des modules de programme, dont là structure ne tient pas 
compte de la présence d'obstacles, est utilisée dans les deux cas,. 
tandis que les autres modules le sont uniquement pour le contourne- 
ment de l'obstacle. Il est clair que la structure générale du program- 
me, le nombre, les principes d'organisation et de subordination des. 
modules de programme ne dépendent pas du schéma cinématique du 
BM, et en ce sens le programme est universel. En ce qui concerne la. 
forme de l'obstacle, elle influence seulement la procédure du module- 
2.4 (cf. plus loin) ; les cas les plus simples sont ceux où la zone dan- 
gereuse a la forme d’une sphère, d’un cylindre, d’un cône ou d’un 
parallélépipède. 

Nous énumérons ci-dessous tous les modules de programme. Les- 
paramètres de sortie de chaque module sont précisément les quanti- 
tés qui y sont déterminées ; leurs procédés de calcul sont examinés. 
aux paragraphes précédents. Il nous reste à indiquer pour chaque- 
module ses paramètres d'entrée et, pour les modules composés, les. 
numéros des modules appelés. Le vecteur q des coordonnées généra- 
lisées étant un paramètre d’entrée de tous les modules de programme- 
à l'exception de 2.4 et 2.5, nous n’allons pas le mentionner parmi les 
paramètres d'entrée des modules. 

Lors de la construction des mouvements dans un environnement. 
sans obstacles on peut se borner aux modules suivants: 

1.1. Calcul des coordonnées xc de l'effecteur du BM. 

1.2. Calcul du vecteur v de l'orientation de l’effecteur. 

1.3. Calcul de la matrice [ôx-/0p;l des rapports de transmissiom 
pour la position de l’effecteur. 

1.4. Calcul de la matrice {v/6w;] des rapports de transmission 
pour l'orientation de l'effecteur. ° 

1.5. Calcul du vecteur Ag optimal selon le critère (3.4). associé- 
au petit déplacement Axe de l’effecteur. Le paramètre d'entrée est. 
Axc. Appel au module 1.8. 

1.6. Calcul du vecteur Ag optimal selon le critère (3.4), associé- 
au déplacement Axe et à la rotation Av de l’effecteur. Les paramètres 
d'entrée sont Axc, Av. Appel aux modules 1.3, 1.4. 
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Les modules 1.5 et 1.6 s'excluent l'un l’autre. Le premier est 
wtilisé lorsque le plan du mouvement prévoit seulement le déplace- 
ment de l’effecteur, le second, lorsque sont définis à la fois le dépla- 
cement et l'orientation, à condition que le BM conserve sa redon- 
dance motrice. 

De la liste suivante des modules de programme utilisés pour le 
contournement de l'obstacle sont exclus les modules qui planifient 
Jes déplacements de l’effecteur : 

2.1. Calcul des coordonnées x; des articulations du BM. 

2.2. Calcul des matrices [ôx;/0p;l des rapports de transmission 
des positions des articulations. 

2.3. Calcul des coordonnées d’un point donné x, de la chaîne 
cinématique. Le paramètre d'entrée À donne la position de ce point 
sur l’un des éléments du BM. Appel au module 2.1. 

2.4. Calcul de la distance R, du point x, à l'obstacle. Le para- 
mètre d’entrée est À. Appel au module 2.3. 

2.5. Calcul des coordonnées x? et xP- des points du BM et de 
l'obstacle les plus rapprochés, calcul de la distance R. Appel aux 
modules 2.3, 2.4. 

2.6. Calcul de la matrice [ôxP-/0p;l des rapports de transmission 
pour le point du BM le plus proche de l'obstacle. Le paramètre d’en- 
trée est À. Appel au module 2.2 

2.7. Calcul du vecteur grad R. Les paramètres d'entrée sont À, 

Appel aux modules 2.5, 2.6. 

Fa. 8. Calcul du vecteur A optimal selon le critère (3.4) pour 
Axc = 0. Les paramètres d'entrée sont Axc, R, grad R. Appel au 
module 1.5. 

2.9. Calcul du vecteur Ag optimal selon le critère (3.4) pour 
Axe = 0. Les paramètres d'entrée sont R, grad RÀ. 

Les modules 2.8 et 2.9 s'excluent aussi l’un l’autre. Le premier 
est utilisé pour l'application du principe du tropisme, le second, 
pour les cycles d'adaptation. 

Les procédures simples utilisées dans les modules de programme 
‘énumérés assuraient une rapidité des calculs satisfaisante. Ainsi, 
les calculs de chacun des vecteurs 6, lors de la simulation du contour- 
nement de l'obstacle (cf. $ 9.6), effectués sur un ordinateur 
« Minsk-2 » nécessitaient moins d'une seconde (pour une rapidité de 
fonctionnement de l’ordre de 5000 opérations élémentaires par se- 
conde), tandis que le temps total nécessaire à la construction de la 
trajectoire de mouvement du BM avec usage des cycles d'adaptation 
ne dépassait pas 2 ou 3 minutes. Une grande partie de temps machine 
a été dépensée pour calculer dans le bloc 2.4 les fonctionstrigonomé- 
triques sin 6;, cos 6 ; et les racines conformément à (6.1). Il est clair 
qu'on peut réduire considérablement le volume des calculs tant en 
simplifiant la procédure de détermination de sin 8 et cos 8 (quitte à 
baisser la précision), qu’en s'adressant moins fréquemment aux mo- 
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dules de programme 2.1, 2.3, 2.4 et 2.5 servant à calculer la distance 
Jorsque le BM est suffisamment éloigné de l'obstacle. Pourtant, mé- 
me sans ces perfectionnements, les mini-ordinateurs modernes per- 
mettent d'effectuer en temps réel tous les calculs prévus par l’al- 
ægorithme de contournement des obstacles. 


$ 9.8. Optimisation globale des lois de commande 


Jusqu'à présent nous nous sommes bornés à étudier les lois de 
<ommande localement optimales des BM. L'intérêt porté aux appro- 
ches locales est justifié par le fait que l'optimisation globale des lois 
de commande des systèmes de dimension élevée est extrêmement 
complexe, présente des difficultés de calcul inextricables et n'est pas 
réalisable en temps réel, c’est-à-dire directement au cours de la con- 
Struction des mouvements par un sous-système d'intelligence artifi- 
cielle du robot. 

Maintenant nous allons procéder, à titre d'exemple, à l'établisse- 
ment des lois de commande optimales des mouvements de transport 
‘et de travail d’un bras manipulateur élémentaire (BME). En confron- 
tant ces lois avec les lois localement optimales, on peut juger dans 
-quelle mesure ces dernières peuvent être considérées comme solutions 
approchées du problème de l'optimisation globale [46]. 

Supposons que dans le cas général le critère d'optimalité du 
mouvement du BM est donné par une fonctionnelle 


T 
J(p)= | Q(e. a) di (8.1) 
0 


de la trajectoire @ (t) dans l’espace de configurations. On peut écrire 
sous cette forme les critères de qualité les plus divers, y compris les 
critères d'économie et de rapidité que nous avons examinés plus haut. 
Ici, pour pouvoir nous servir des méthodes du calcul des variations 
et obtenir des solutions fermées, nous supposerons que la fonction 


© (œ, y) est différentiable autant de fois qu'il nous faut. 

Commençons par les mouvements de transport. On donne une 
configuration initiale , et on demande de transférer l'effecteur du 
BM dans une position x- en un temps 7, en minimisant la fonction- 
aelle (8.1). La commande optimale q (t) doit évidemment vérifier les 
équations d'Euler 


480 8 0, j=1,..., m (8.2) 


dont les solutions s'appellent extrémales du problème variationnel 
associé. 
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Si le BM est dépourvu de redondance motrice (ce qui n’exclut pas 
l'optimisation des lois de commande pour les mouvements de trans- 
port, qui se réduit dans ce cas au choix de la trajectoire optimale de 
déplacement de l’effecteur au point Xr), le nombre des configura- 
tions finales possibles (solutions des équations de la position pour 
xc = xr) est fini. Il s’agit de trouver toutes ces configurations, de 
déterminer les extrémales correspondantes et de choisir celle qui 
minimise le critère (8.1.) 

Dans le cas d’une redondance motrice, les conditions aux limites 
pour £ — T, associées aux équations d’Euler, sont données par la 
condition de transversalité 


> 2 4p;— 0, (8.3) 
j=1 êqs ; 


qui est une condition nécessaire de l’extrémum et donc permet de dé- 
limiter l’ensemble des extrémales dont l’une fournit la commande 
optimale. 

Considérons maintenant le BME et donnons Q sous la forme de la 
fonction quadratique (4.2). Etant donné que Q est indépendante de 
æ, les équations d’Euler prennent la forme 


s=s, = F6 =0, (8.4) 


ce qui signifie que pour une loi optimale selon le critère quadratique 
les vitesses de variation des coordonnées généralisées doivent être 
constantes. On en déduit, en particulier, que la trajectoire optimale 
de déplacement du point xc ne doit pas être une droite (à l'exception 


des cas particuliers où ô = 0). 
Lorsque Q@ est de la forme (4.2), la condition de transversalité 
(8.3) nous donne 


5, ds, + 5, ds, + EÔ d0 = 0. (8.5) 


Les variations ds,, ds, et d6 sont liées entre elles par les fonctions 
de position (4.5.4). Comme xc = xr, nous avons dx, — dzr,= 0 et 


ds, = lsin 67 d8, ds, = —I cos 87 d6. (8.6) 


En portant dans (8.5) ds, et ds, données par (8.6), nous obtenons la 
condition aux limites liant 07 aux vitesses s,, 5, et 6: 


1 + s, sin 07 — S cos 07 = 0. (8-7) 
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La valeur de 6- définit de façon univoque toutes les vitesses in- 
connues 5, S. et 0: 


ÔT = 07 —0» 57 = S cos B — (cos 07 — cos 84), (8.8) 
ST = S sin f — (sin 67 — sin 6,), 


où S est la distance séparant les positions initiale xc (0) et finale 
xc (7) du point C, et B est le sens de déplacement entre ces points. 
En portant dans (8.7) les valeurs des vitesses données par (8.8), nous 
obtenons une équation transcendante par rapport à 6,: 


Nr — No + (S/1) sin nr + sin (nr — no) —=0, n—=80—6$. (8.9) 


Nous constatons que la loi de commande optimale est complète- 
ment définie par la différence 6 — $. C’est la conséquence de l'éga- 
lité des coefficients affectant les vitesses des couples de translation 
dans l’expression (4.2) du critère Q. Quant aux lois localement opti- 
males, indiquons qu’elles aussi possèdent cette propriété: confor- 
mément à (3.9), pour f, = f. l'accroissement ne dépend que de 
6 —$. 

Remarquant qu'en vertu de (8.4) la valeur de la fonction Q (œ) 
reste constante pour chacune des extrémales, il est aisé de déterminer 
à l’aide de (8.8) et (4.2) la valeur de la fonctionnelle (8.1): 


J;= + {$2+2(2—2 cos (nr — no) + (Nr — 10) — 
—21S (cos nr —cos n)}. (8.10) 


Par conséquent, pour obtenir le mouvement de transport optimal 
il suffit, en fixant les paramètres S et n,, de déterminer la racine 17 
de l'équation (8.9) qui minimise le second membre de (8.10). Les 
relations donnant 197 — 1, en fonction de n, pour différentes valeurs 
du rapport S/l sont montrées en gras à la figure 9.14. Pour S = 0, 
l'équation admet évidemment la solution nr = n qui fait J, — 0 
{le BM est immobile). Lorsque S/L croît, l'angle de rotation nr — % 
du couple de rotation croît de façon monotone, tendant vers Bf — 6, 
pour $ —+ co, ce qui signifie que l'élément BC tourne dans la direc- 
tion du déplacement du point xc. Si à l'instant initial on avait 6,— 
= $, seuls les couples de translation participeront à la construction 
du mouvement optimal. Les traits fins et interrompus à la figure 9.14 
représentent les résultats de l'analyse des mouvements de travail 
optimaux du BME (voir plus bas). 

Les courbes de la figure 9.15 représentent les lignes de niveau de 


la grandeur adimensionnée 7, = J,T/S® qui caractérise la valeur 
moyenne de l’intégrale (8.1) correspondant au déplacement unitaire 


du point C à la vitesse unité. Il est évident qu’on a toujours 1 < 1, 
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puisque dans le cas où le mouvement du BME est effectué grâce aux 
déplacements des seuls couples de translation on a J, = 1. Les 


« meilleures » valeurs initiales de n, minimisant J, pour S/l fixe 
sont montrées à la figure 9.15 en trait interrompu. Pour S — 0, on 


Fig. 9.15 


a n = x/2 et J,—+0.5. Le « meilleur » angle n, et la valeur de 
J, correspondante augmentent avec S. 

Proposons-nous maintenant d'optimiser le mouvement de travail 
du BME. Supposons que la loi de déplacement de l’effecteur est 
donnée par une fonction du temps x (t). Pour les mécanismes sans 
redondance motrice les lois de commande sont des fonctions univo- 
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ques de x (4) et de g,, donc il n'y a rien à optimiser. Dans le cas de 
la redondance motrice, le problème de la recherche de la loi de com- 
mande optimale selon le critère (8.1) est un problème de l’extrémum 
lié à cause des équations de liaison (4.5.1). Une commande optimale 
doit toujours satisfaire aux équations d’Euler (8.2), où il faut rempla- 


cer la fonction Q (@, g) par la fonction 
Ho, q D=Q(p D+D MIF (Dr. (8.11) 


La condition de transversalité reste également en vigueur si 
l’on remplace Q par H. La recherche de la solution optimale nécessi- 
te maintenant de déterminer supplémentairement r fonctions À; ({), 
dites multiplicateurs de Lagrange. On se servira à cet effet de la fonc- 
tion vectorielle x (t) donnée. Ecrivons la fonction À pour le BME 
compte tenu de (4.2) et (4.5.3): 

H = 2+$ + Fe +R (s + Llcos 8 — z,) + 
+ À (S + lsin 8 —z,). (8.12) 
En la portant dans (8. 2, nous trouvons 
= 2, À = 2%, 210 + À sin 6 — À, cos 0 = 0, 
d’où, après l’élimination de À, et À,, nous obtenons l'équation des 
extrémales 
16 + 5, sin 6 — 5, cos 0 = 0. (8.13) 

Si maintenant nous éliminons de (8. 13) les fonctions inconnues 5, 
et s que nous exprimerons à l’aide de Ô et 6 en dérivant (4.1), nous 
obtiendrons l'équation 

218 + 7, sin 0 — 7, cos 8 = 0 (8.14) 
équivalente à (8.13). 
Reste à utiliser la condition de transversalité (8.3). Puisque la 


fonction H ne diffère de Q que par les termes indépendants de q j On 


a 8H/0@; = 00/6; et la condition de transversalité a toujours la 
forme (8.5). Etant donné que dr, = dz, = 0, on peut, tout comme 
lors de l’analyse des mouvements de transport, déduire de (8.5) la 


condition aux limites (8.7), où s,, Se et 0 ne sont plus des constantes, 
mais les valeurs des fonctions du temps correspondantes pour t = T. 


En exprimant s, et S par 2 et z, à l’aide de (4.1) et en portant dans 
(8.7), nous obtenons la condition aux limites pour les extrémales : 


207 + 2 (T) sin 67 — z, (T) cos 67 = 0. (8.15) 
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(8.15) établit une relation entre les valeurs 0- et êr à l’extrémité 
droite de l’extrémale 6 ({). En même temps, il nous manque la va- 
leur 6, nécessaire à l'intégration de l'équation (8.14). La séparation 
des conditions aux limites, qui est typique des méthodes de comman- 
de optimale utilisant les conditions nécessaires d’un extrémum, com- 
ælique considérablement les calculs numériques des commandes opti- 
males. 

Pour obvier à cet inconvénient, nous allons considérer le cas d'un 
déplacement rectiligne et uniforme du point C: 


Z = (S/T)tcosB, zx. = (S/T)tsinf. (8.16) 


Dans ce cas z, = z, = 0, et l'équation (8.14) nous fournit 
® ({) = const, tout comme pour le mouvement de transport. D’au- 


tre part, il s'ensuit de (8.13) que s, et s, ne sont plus des constantes. 
Ainsi, dans les deux problèmes considérés, l'élément BC doit tourner 
à une vitesse constante, mais dans le mouvement de transport c'est 
Île point B qui effectue un déplacement rectiligne et uniforme, tandis 
que dans le mouvement de travail c’est le point C. 

En utilisant (8.16) et la première relation (8.8), nous déduisons 
de la condition aux limites (8.15) une équation par rapport à 0: 


Nr — No + (S/21) sin nr = 0, : (8.17) 


où comme auparavant 1 — 8 — B. Cette relation est une condition 
nécessaire de l'optimalité de la commande, tout comme la relation 
(8.9) l'était pour le mouvement de transport. 

Calculons la valeur de la fonctionnelle quadratique pour les 


extrémales. A cet effet, tirons es et Se de (4.1), portons ces valeurs 
dans (4.2) et intégrons: 


J=+[s {1 ++ sin? nr) — 281 (cos nr —cos nl) . (8.18) 


La commande optimale est définie comme dans le cas précédent 
par celle des racines de l'équation (8.17), qui minimise la fonction- 
nelle J,. Les relations optimales nr — 1, = f (n,) pour les mouve- 
ments de travail avec les mêmes valeurs du rapport S/! sont repré- 
sentées à la figure 9.14 en trait interrompu. Dans tous les cas, l’angle 
de rotation de l'articulation rotoïde est un peu moins grand pour les 
mouvements de travail que pour les mouvements de transport (lors- 
que S/l — 1, cette différence est tellement insignifiante que les 
courbes correspondantes sur la figure 9.14 coïncident). Le décroisse- 
ment de n (T7) est évidemment déterminé par la condition (8.16) du 
déplacement rectiligne de l’effecteur. Cette condition supplémen- 
taire fait croître J. par rapport à J,, le rapport J,/J, augmentant 
avec la différence des valeurs de n4 (pour les mêmes n, et S/l). En 
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particulier, pour S/I < 2 on a toujours J,/J, < 1,03 et ce n’est qu’à 
partir de S/l > 3,5 et n, > 3 ‘que ce rapport atteint la valeur 1.1. 

Confrontons maintenant les lois de commande optimales avec 
les lois localement optimales obtenues au $ 9.4 pour un déplace- 
ment rectiligne de l’effecteur (cf. (4.4), (4.5)). Les courbes de nr — 
—n, obtenues d’après (4.5) pour g (T) = S sont montrées à la 
figure 9.14 en trait fin. Nous voyons que le plus grand écart entre 
les lois localement optimales et les lois optimales est lié au compor- 
tement de n7 pour des n, proches de x. En examinant les équations 
(8.9) et (8.17) nous constatons que pour n, = x et pour S < 21 le 
mouvement optimal est réalisé uniquement par les couples de transla- 
tion, et ce n’est que pour S >> 2! que nous obtenons 17 << x. Autre- 
ment dit, pour que le couple de rotation participe à la commande opti- 
male avec n, = x (tant pour les mouvements de transport que pour 
ceux de travail), il faut savoir « à l’avance » que la trajectoire à 
établir est suffisamment longue. Mais les lois de commande locale- 
ment optimales n'utilisent par définition qu’une information locale 
sur la trajectoire et, par conséquent, pour 9, = 7x7 on a toujours 


6 — 0 indépendamment de S. La condition de transversalité (8.15) 
qui assure une commande optimale au point final de la trajectoire 
(i.e. pour & = T) revêt, elle aussi, un caractère local. C’est pour 
cette raison qu'elle coïncide avec l’équation (4.3) pour la loi locale- 
ment optimale. Dans ce dernier cas, la fonctionnelle (8.1) se calcule 
comme suit: 


Ja=+1S—S1 (cos nr — cos n)], (8.19) 


Signalons que lorsque S tend vers zéro, les trois lois de comman- 
de (8.9), (8.17) et (4.5) ont toutes le même comportement asympto- 
tique 


de S° : 
Nr No— + sin My J + F (1—sin21), (8.20) 


leur différence ne devenant appréciable qu'avec l'accroissement de S. 
Les lignes de niveau du rapport J./J, représentées à la figu- 
re 9.16 permettent d'apprécier l’écartement de la loi localement 
optimale (4.5) par rapport à la loi optimale exacte (8.17). Nous cons- 
tatons que pour le BME la loi localement optimale assure une assez 
bonne approximation de la valeur optimale de la fonctionnelle J. 
L'exemple traité s’est avéré suffisamment suggestif. 
Examinons en conclusion la possibilité de l’optimisation globale 
des BM de structure cinématique arbitraire. Il est peu probable que 
de tels algorithmes soient utilisés pour commander le mouvement 
en temps réel, c'est-à-dire dans les systèmes de l'intelligence arti- 
ficielle des robots adaptatifs. Leur domaine d'application sera le 
plus probablement la programmation des robots industriels destinés 
à l'exécution d’une opération technologique bien déterminée. Au 
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stade de la programmation, le volume des calculs ne constitue pas 
un paramètre restrictif, tandis que toute amélioration de la loi de 
commande, même modeste, promet un gain en efficacité. 
Commençons par les mécanismes dépourvus de redondance mo- 
trice. Dans ce cas la loi de commande est définie de façon univoque 
par la donnée de la trajectoire de l’effecteur et de la configuration 
initiale du BM. Si le BM doit réaliser des mouvements de transport, 
c’est-à-dire si sont données les positions consécutives x,, 4 — 1, ... 
-.., N, de l’effecteur et si les déplacements entre ces points ne sont 
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pas supposés petits, la loi de commande peut être optimisée, étant 
donné que le problème de l’orientation admet plusieurs solutions: 
en raison de la non-linéarité des fonctions de position. Il a été mon- 
tré au $ 5.7 qu’il existe des schémas cinématiques àsix degrés de 
mobilité pour lesquels le problème d'orientation complet admet jus- 
qu’à huit solutions différentes. Par conséquent, même pour 10 à 
20 positions consécutives de l’effecteur le nombre des trajectoires 
possibles du BM est astronomique et leur énumération directe est 
pratiquement irréalisable. 

La méthode la plus convenable pour la résolution des problèmes 
discontinus de l'optimisation est la méthode de programmation 
dynamique. Les algorithmes efficaces de l'analyse séquentielle des 
variantes sont fondés sur le principe de l’optimalité de Bellman. 
Selon ce principe, tout « tronçon » de trajectoire optimale joignant 
les points x, et x, est optimal, c’est-à-dire définit la meilleure tra- 
jectoire qu’on puisse mener par les points xx, Xn+1, + - + Xm- Cette 
condition restreint fortement le choix des variantes: on construit la 
trajectoire optimale comme une suite de « pas» localement optimaux 
(Pr: Pa+1) en commençant par q, ou par @y, le nombre de varian- 
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tes retenues à chaque pas étant égal au nombre des configurations q4 
pour lesquelles on a xc = x, (par chaque configuration passe une 
seule trajectoire localement optimale). 

Les algorithmes de programmation dynamique permettent facile- 
ment de tenir compte des limitations de mobilité dans les couples 
cinématiques, qui ne font que diminuer le nombre des configura- 
tions q, admissibles. Ces algorithmes conviennent à la recherche des 
trajectoires périodiques optimales lorsque x, = xX et la configura- 
tion initiale , de la trajectoire doit coïncider avec sa configuration 
finale q, (dans ce cas le nombre de variantes augmente, puisqu'on 
doit retenir les deux configurations des prolongements de la trajec- 
toire optimale). Ainsi, c’est la recherche de toutes les solutions du 
problème de l'orientation répondant aux points x, qui constitue la 
difficulté majeure du problème de la construction optimale des mou- 
vements de transport des BM sans redondance. 

Dans le cas de la redondance motrice, les ensembles correspon- 
dants des solutions sont continus (leur dimension est égale au degré 
de redondance); par conséquent, pour pouvoir appliquer à ces pro- 
blèmes une méthode de programmation dynamique il faut procéder 
à la discrétisation de ces ensembles. Bien que ce procédé ne comporte 
pas de difficultés de principe, le volume des calculs et, ce qui est 
plus important, la capacité nécessaire de mémoire vive de l’ordina- 
teur augmentent considérablement avec la redondance. L'optimisa- 
tion n'est pratiquement réalisable que si le degré de redondance 
n’excède pas deux (à condition bien sûr que le problème de l'orien- 
tation admette une solution fermée). 

Ces dernières années, les questions de l'optimisation globale des 
mouvements des BM attirent une grande attention de la part des 
chercheurs. Les études ont débuté par les travaux (34, 118]. Les 
travaux qui ont suivi traitaient, à l’aide de différentes méthodes 
d'optimisation, les problèmes du suivi optimal d’une trajectoire 
donnée (voir par exemple (37*, 42*, 58*]), ainsi que les problèmes 
de la commande optimale des mouvements de transport des BM 
[136*, 49*, 67*]. Les possibilités toujours croissantes des ordinateurs 
modernes ainsi que l'emploi de méthodes d'optimisation efficaces 
permettront à notre avis de surmonter les difficultés de principe sou- 
levées par la commande optimale des mouvements des BM dans un 
environnement sans obstacles (si, bien sûr, il n’est pas nécessaire 
de calculer les solutions optimales en temps réel). 
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DE LA PRÉCISION DES SYSTÈMES SENSORIELS 
BIDIMENSIONNELS DISCRETS DES ROBOTS 


1. Introduction 


Nous avons déjà parlé aux $$ 3.3 et 3.4 de l’organisation, des principes de 
fonctionnement et des possibilités d'utilisation des systèmes sensoriels de robots 
constitués par des réseaux (matrices) bidimensionnels d'éléments sensibles (ES). 
Quelle que soit la réalisation concrète du système sensoriel discret (surface in- 
formative, matrice de détecteurs tactiles (ot) ou caméra vidéo à basse résolution 
[75]), l'ensemble des signaux binaires délivrés par les ES sera appelé image bi- 
naire (1B) de l’objet plan exploré. 

Les systèmes sensoriels bidimensionnels discrets sont largement utilisés en 
robotique: une grande partie de systèmes de vision artificielle sont basés sur 
les matrices discrètes. Cependant, l’utilisation des systèmes discrets soulève iné- 
vitablement le problème du nombre d'ES à choisir. Il est parfaitement évident 
que les possibilités informatives du réseau d’ES sont d'autant plus élevées que 
le nombre des ES est grand et que leur écartement (le pas du réseau) est faible. 
En même temps, l’augmentation du nombre d’ES accroît le coût du système 
sensoriel et réduit sa rapidité d'action (puisque l'information « visuelle » à 
traiter devient plus volumineuse). 

Pour surmonter cette contradiction, on a employé jusqu'à présent des 
moyens purement empiriques. Si le coût et la rapidité de fonctionnement du systè- 
me sensoriel se laissent calculer directement, son pouvoir de résolution, quant à 
lui, ne peut être défini que de façon indirecte, en fonction du pas du réseau d’ES. 
Relevons que la notion même de pAuvaIE de résolution d’un système bidimension- 
nel discret n’est pas encore définie de façon rigoureuse. Au niveau descriptif, 
on peut dire que le pouvoir de résolution d’un réseau d’ES est d'autant plus 
grand que l’IB de l’objet exploré est « proche » de sa forme géométrique réelle. 
Autrement dit, le pouvoir de résolution du système peut être évalué selon la pré- 
cision des mesures qu'il permet. | 

Nous nous sommes proposés, dans cet Appendice, de formuler les fonde- 
ments de la théorie de la précision des systèmes sensoriels bidimensionnels dis- 
crets. 

uand l’IB est exploitée à des fins d'identification et de mesure, le niveau 
de précision atteignable est limité à la fois par 

4) les erreurs algorithmiques, dues à une exploitation incomplète des infor- 
mations contenues dans l’IB ; la quantité d’indétermination « ajoutée » pendant 
le traitement de l’IB peut être considérée comme imputable à l’'imperfection des 
algorithmes utilisés; et par 

2) les erreurs instrumentales, qui sont déterminées par le caractère discret 
de l’IB, ainsi que par les erreurs technnlogiques de réalisation et de répartition 
des ES, 1 A PA caractérisent en réalité les propriétés intrinsèques du systè- 
me sensoriel discret. 

Dans le texte qui suit, nous supposons que les ES du réseau sont répartis de 
façon optimale et nous étudierons les erreurs instrumentales imputables unique- 
ment au caractère discret du réseau. Ces erreurs sont évaluées dans le contexte 
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du problème de la mesure des objtts ronds. Si nous avons choisi ce problème, 
c'est qu’il comprend des algorithmes qui utilisent intégralement l'information 
contenue dans l’1B et qui sont de ce fait dépourvus d’erreurs algorithmiques 
137]. Les erreurs « résiduelles » obtenues ne peuvent en pracie pas être élimi- 
nées, car elles sont « inhérentes » au système sensoriel bidimensionnel discret. 

I1 faut souligner que la possibilité de supprimer les erreurs algorithmiques 
dans la mesure des objets ronds est fondée essentiellement sur la forme spécifi- 
que de ces derniers (l'1B ne dépend ainsi pas de la présentation de l’objet par 
rapport au réseau d’ES) et il s’agit donc d'une particularité unique. 

En ce qui concerne les objets non ronds, tout porte à croire que les erreurs 
algorithmiques ne pourront jamais être éliminées complètement et que, par con- 
séquent, la précision de la mesure de ces objets sera fonction de l’algorithme de 
traitement appliqué à l’IB. Il faut croire aussi qu’à chaque présentation de 
l'objet l'erreur de mesure sera en moyenne toujours un peu plus grande pour un 
objet non rond que pour un objet rond de même diamètre. En confrontant les 
erreurs moyennes déduites pour les différents algorithmes de mesure avec le ni- 
veau d'erreurs constaté pour les objets ronds, il est donc possible de dégager la 
composante « purement algorithmique » de l'erreur et d'évaluer de cette façon 
l'erreur « propre » de tel ou tel algorithme. 


2. Classification et mesure des objets 
plats sur la base de l’IB 


L'exploitation de l'information contenue dans l'IB sous-entend : 

— la classification des objets: elle consiste à relier l’1B de l’objet exploré 
à l’une des clasèes établies à l'avance; 

— la mesure des objets: c'est la recherche des dimensions de l’objet qui 
possède une forme géométrique donnée et/ou des paramètres (coordonnées du 
centre de gravité et angle d'orientation) qui définissent sa position par rapport 
au réseau d’ES. 

La différence entre classification et mesure réside dans le fait que la varia- 
ble recherchée est susceptible, dans le premier cas, de n’accueillir qu’un nombre 
relativement faible de valeurs discrètes (égal au nombre de classes), tandis que 
dans le second cas ces variables varient sans cesse dans des limites déterminées. 

Nous allons commencer par le problème de classification, bien que les 
processus de classification et de mesure puissent se dérouler en même temps du- 
rant le traitement de l’IB. Le problème de classification peut se poser d'une mul- 
titude de façons, mais nous nous bornerons à examiner deux cas: 1) chacune des 
classes contient des objets identiques ; 2) chacune des classes contient des objets 
semblables du point de vue géométrique, mais dont les dimensions sont incon- 
nues. Dans le premier cas comme dans l’autre, nous supposerons que la position 
de l’objet présenté par rapport au réseau d’ES ou à la surface informative (SI) 
est arbitraire. 

Les auteurs connaissent une seule spprobe universelle du problème de clas- 
sification, développée dans la théorie de la reconnaissance des images: elle 
consiste à exploiter l’information acquise (les coordonnées des points de l'IB 
dans le cas considéré) en vue de calculer les valeurs de quelques grandeurs que 
l’on appelle caractères de l’objet. 11 sa de considérer les valeurs des caractè- 
res comme les coordonnées d'un point d’un espace à r dimensions (où n est égal 
au nombre des caractères) et de chercher les surfaces qui partagent cet espace en 
domaines disjoints, dont chacun se rapporte à l'une des classes d'objets. 

Dans une telle approche, l'important est de choisir les caractères pertinents 
(offrant un maximum d'information exploitable): en effet, le calcul de leurs 
valeurs est toujours entaché d’erreurs, si bien qu'après plusieurs présentations 
d’un même objet nous n'obtenons pas un point unique dans l’espace des caractè- 
res, mais un ensemble de points distincts, ce qui risque de fausser le résultat de 
la classification. 
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Pour la SI, ces erreurs résultent de la variation de l’IB de l'objet due au 
changement de position de l’objet par rapport au réseau d'ES (abstraction faite 
des erreurs consécutives au non-fonctionnement de certains ES). Puisque la SI 
est discrète, à chaque objet ne correspond qu'un nombre fini d’IB + géométrique- 
ment distinctes »; pour connaître seulement les positions relatives des points de 
l'IB, il suffit de calculer les coordonnées z4, y. de son « centre de gravité »: 


2e it ee an) ve = Gite +un), (A) 


où (zx, y). i = 1,..., N, sont les points de l’IB, et de considérer les coordonnées 
relatives 2° = z; — te, Yi — Ye. 

Le premier problème de classification pour la SI admet donc une solution 
exhaustive : quel que soit l’objet, la variation de sa position par rapport à la SI 
permet de mettre en évidence toutes les IB existantes qui se distinguent au 
moins par un point w;=(x;, y;). Si pour deux objets toutes les IB sont différen- 
tes, il ne fait alors aucun doute que les objets en question sont différents, quel 
que soit le nombre de présentations. Les caractères choisis pour la classification 
ee être des caractéristiques quelconques des 1B, ou simplement les listes 

e points correspondants, à condition que la capacité de la mémoire soit suffi- 
samment grande pour les contenir. Ce peuvent être, par exemple, les parties 
fractionnaires {re}, {Ye}, si ces couples de valeurs sont différents pour toutes 
les IB, bien que le carré unité puisse ne pas être « partagé » en domaines répon- 
dant à des objets différents. 

Le problème de classification devient plus compliqué si les ensembles d'IB 
des objets ne sont pas disjoints. Dans ce cas, la classification selon la première 
présentation de l’objet n'est certaine que si l'on a obtenu une des IB « person- 
nelles » de l'objet ; l'obtention d'une IB « générique » n’assure qu’une classifi- 
cation « stochastique », nécessitant la connaissance de la probabilité de chacune 
de ces 1B pour chacun des objets. Admettons que nous ayons à classifier n ob-' 
jets distincts, auxquels correspondent au total m 1B distinctes que nous dési- 

erons par W;. Supposons que pour chaque objet i nous connaissons la loi de 

istribution p (W, | i) des probabilités conditionnelles des différentes IB dans 
le cas d’une présentation aléatoire de l’objet. La formule de Bayes, qui per- 
met de passer des probabilités a priori aux probabilités a posteriori p (i| W;) 
afin de tenir compte des apparitions des IB W,, s'écrit 


Pawpy= Wir 
2 PW12 PE) 


(A.2) 


En particulier, si les probabilités a priori sont égales (p (i) = 1/n), les proba- 
bilités a posteriori sont proportionnelles aux probabilités conditionnelles 
p (W; lit) obtenues de façon indépendante pour chaque objet. Si W; est une 
IB « personnelle » de l’i-ième objet, nous avons P(W;1k) = 0 pour k Æ i 
et la formule (A.2) nous donne p{(i | Wjl) = 1, d'où p d | Wj) = 0 pour k 
= i, si bien que la classification devient certaine. 

La formule de Bayes permet également d'effectuer une classification pro-: 
babiliste pour des présentations multiples d'un même objet, par exemple dans 
le cas où celui-ci se déplace sur la SI. Si par exemple W,, W, sont les résultats de 
la première et de la deuxième présentation respectivement, il faut d'abord cal- 
culer p (k| W:) pour tous k, puis porter de nouveau les valeurs obtenues dans 
(A.2) à la place de p (k), et nous obtenons ainsi dans le premier membre la va- 
leur p (ë | W:, We) de la probabilité a posteriori qui tient compte des deux pré- 
sentations. Le calcul par récurrence des probabilités a posteriori s'effectue d'une 
façon analogue pour les présentations suivantes. Il existe une théorie mathéma- 
tique qui définit les conditions optimales pour l'arrêt de la procédure des pré- 
sentations successives de l’objet et l'établissement d’une classification définitive 
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de celui-ci, conditions qui tiennent”compte tant du « coût » de la procédure de 
ser que de celui de l'erreur de classification possible et ceci sur la base 

es probabilités a posteriori obtenues. En multipliant les présentations, il est 
possible de rendre la probabilité d'erreur aussi petite que l'on veut; il est 
clair que le nombre moyen de présentations nécessaires depend essentiellement 
de la « différence » des lois de distribution p (W; | i). 

Pour le second problème de classification (lorsque les classes contiennent des 
objets semblables du point de vue géométrique), le raisonnement reste en prin- 
cipe le même, puisqu'il sous-entend le recensement de toutes les IB, dont le 
nombre reste fini. Or, à mesure ue la gamme des dimensions prebles des ob- 
jets à classifier s’élargit, une telle analyse nécessite une procédure de plus en 

lus longue, si bien qu'il faut finalement revenir à l'utilisation des collections 

e caractères d’IB. Le passage de la liste des points de l’IB à la collection de ca- 
ractères peut être considéré comme un moyen de réduire le volume des informa- 
tions à traiter pour la classification d'objets. Cela permet de diminuer considé- 
rablement la taille mémoire et de faciliter les calculs, mais cet avantage a son 
prix: aux erreurs de discrétisation propres à l’IB viennent s'ajouter les erreurs 
algorithmiques dues à l'exclusion d'informations pertinentes. 

En restant dans le cadre de la théorie de la reconnaissance, on peut soit mul- 
tiplier les présentations, en établissant la moyenne des erreurs de calcul aléa- 
toires des valeurs des caractères, soit augmenter la collection de caractères de 
l'IB utilisés. Nous allons illustrer les problèmes qui apparaissent en examinant 
le cas où les objets à classifier ont la forme d’un cercle et d'un carré. Comme ca- 
ractère possible pour la classification, choisissons la quantité k = N/dî, où 
N est le nombre des points de l’IB et d le diamètre de l'IB, c'est-à-dire la distan- 
ce entre ses deux points les plus éloignés. Comme unité de mesure de la distance, 
Pre le pas du réseau d’ES. La valeur de N est alors une estimation de l’aire 

e L'objet, et d, une estimation de son diamètre. Pour le cercle et le carré, les 
valeurs exactes du caractère k sont respectivement 


k=n/4= 0,785, ke = 0,5. 


Les écarts de N et d par rapport aux valeurs exactes de l’aire et du diamètre 
de l’objet conduisent aux erreurs de calcul Ak; de k. Après avoir examiné toutes 
les positions possibles des objets d’une dimension donnée 4, nous connaîtrons 
les valeurs extrêmes des erreurs min (Ak,) et max (Ak:). Quand d croît, les er- 
reurs extrêmes doivent évidemment décroître en valeur absolue, sans que cette 
décroissance soit nécessairement monotone. En examinant la variation des er- 
reurs extrêmes en fonction de d et en donnant un critère de classification k. 
(pour & > k,, l'objet présenté est identifié à un cercle, et pour k < k,,, à un 
carré), nous établissons les dimensions minimales des objets. au-delà desquelles 
la classification certaine selon le caractère k n'est plus possible [73]. 

Pour abaisser le seuil de la classification certaine, il faut soit chercher un 
caractère recelant plus d’information, soit choisir deux caractères indépendants 
l’un de’ l’autre (on peut prendre par exemple comme second caractère k’ le 
rapport des distances du centre de l'objet aux points le plus rapproché et le 
plus éloigné de sa frontière ; pour le cercle k; = 1 et pour le carré k; = 0,707). 
Dans ce dernier cas, le critère utilisé pour la classification n’est plus un nombre 
mais une courbe sur le plan des caractères (k, k’). 

La recherche des caractères offrant un maximum d'information est diffi- 
cile à formaliser, d’où l'intérêt de la méthode de classification et de mesure des 
objets convexes qui permet de calculer un nombre quelconque de caractères d’a- 

rés les coefficients de Fourier de la fonction périodique définissant la frontière 
e l'IB. Ün autre avantage important de cette méthode est qu’en plus des carac- 
tères utilisables pour la classification, elle donne en même temps les estima- 


tions de la dimension et de la position de l'objet : le problème de mesure est ain- 
si résolu. 
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Nous venons de discuter le problème de l'attribution de l'objet nté à 
une classe quelconque parmi plusieurs classes données. Le problème de classifi- 
cation peut être posé autrement : étant donné une classe d'objets unique, il con- 
vient de déterminer si l’objet exploré peut être attribué ou non à cette classe. 
Dans ce cas aussi, il existe bien sûr deux approches concurrentes, dont l’une 
implique une description exhaustive de l’IB et l’autre, un choix de quelques 
caractères pour la classification. Nous décrirons au n°3 ci-après la procedure de 
définition pont ronds privilégiés, de dimension quelconque, dont on peut 
identifier les 1B sans avoir à simuler le processus de présentation lui-même. 
Dans l'algorithme décrit, le problème de classification est résolu en même temps 
que le problème de mesure: on obtient une estimation du rayon du cercle. Le 
principal trait particulier de la solution obtenue est qu'elle définit toute la gam- 
me des valeurs du rayon du cercle auxquelles peut correspondre l’IB donnée. 
Abstraction faite des erreurs algorithmiques, on arrive finalement, pour les 
objets ronds, à analyser les valeurs des erreurs instrumentales de la SI et de ca- 
ractériser ainsi ses propriétés intrinsèques de précision. Une telle analyse nu- 
mérique de la précision de la SI est entreprise au n° 4. Au n° 5, nous applique- 
rons cette méthode à la recherche d'estimations intégrales de la précision instru- 
mentale des systèmes sensoriels bidimensionnels discrets qui utilisent des ré- 
seaux d’ES de types variés (carré, triangulaire, hexagonal). 

En conclusion, disons quelques mots sur la mesure d’objets de forme non 
ronde. Ce problème peut être posé, lui aussi, de diverses façons. Le plus naturel 
est de supposer que la forme de l’objet est connue au facteur de proportionnalité 
près (dimension R). Outre R, il s’agit de définir trois autres paramètres: les 
coordonnées xs, yo du centre de gravité de l’objet et son angle d'orientation n, 
qui définissent ensemble la position de l’objet dans l’espace. Les zo, yo sont beau- 
coup plus faciles à mesurer que les R, n, car elles admettent une estimation 
« universelle » (A.1) quelle que soit la forme de l’objet. Cela ne signifie pas pour 
autant que cette estimation « simple » soit toujours la meilleure. {1 sera montré 
au n° 4 que, pour les objets ronds, il est possible d'obtenir une estimation plus 
précise des coordonnées du centre. i 


3. Classification et mesure des objets ronds 


En ce qui concerne les objets ronds, résoudre le problème de classification 
revient à répondre à la question: l’image binaire obtenue est-elle conforme ou 
contraire à l'hypothèse de la forme ronde de l'objet exploré? Dans le premier 
cas, on passe à la mesure, qui consiste à déterminer le rayon de l’objet et les 
coordonnées de son centre. Sous une forme plus générale, le problème de mesure 
implique aussi la connaissance des intervalles de confiance garantissant les 
valeurs de ces paramètres, c'est-à-dire la connaissance des estimations des erreurs 
de mesure. Ces probnes existent bien sûr pour des objets de toute forme. mais 
ils deviennent beaucoup plus difficiles à résoudre, car il est de surcroît néces- 
saire de déterminer l'orientation des objets. 

Afin d’expliciter la méthode de résolution proposée, nous allons simplifier 
les problèmes en supposant connues les coordonnées 20 = (ro, yo) du centre du 
cercle. Soit | w; — z, | la distance d'un ES quelconque w; à z,; calculons pour 
l'IB donnée les deux fonctions 


CR" (0) = max {lwi— 1, wi € W}, 


, | A.3) 
R° (6) = min {lu — 3 | , wi € W}, 

i sont les distances de z, au point-image le plus éloigné et à l'ES le plus pro- 
che qui n'est pas un point-image. Ilest évident que pour R’ (2) > R” (20) 
l’objet exhibé n’est jamais un cercle: pour R° (2) << R°” (2) l'objet ne peut 
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être distingué d’un cercle dont le rayon (inconnu) se situerait entre R’ et R°. 
Nous voyons que si la position du centre est connue, les deux problèmes — la 
classification et la mesure — deviennent triviaux. La difficulté provient de ce 
que le point z, est inconnu et demande à être recherché. L’objet présenté est 
identifié comme rond s’il existe sur le plan au moins un point z qui, substitué à 
30 dans (A.3), vérifie la condition 


R'() <R'"(:). (A.4) 


Par contre, s'il n'existe aucun point z susceptible de vérifier (A.4), on considère 
que l’objet est non rond. 

Au lieu du point inconnu z,, essayons de substituer dans (A.3) son estimation 
z calculée d'après les formules (A.1). Cette opération suffit dans bien des cas 
à s'assurer que l'objet est rond : z, vérifie (A.4), et les valeurs R° (z,) et R° (2) 
représentent une estimation de la précision de mesure, même si cette estimation 
est trop basse. Or, l’analyse numérique montre que la condition suffisante 
R' (ze) < R° (ze) n'est pas nécessaire; elle est vérifiée ou non suivant la posi- 
tion du cercle. 

Pour obtenir les valeurs limites exactes Rinins Rmax permettant d'estimer 
le rayon R inconnu. il faut prendre en considération toutes les positions possi- 
bles du cercle dont l'IB est égale à W. L'ensemble Q des voue du plan vérifiant 
la condition (A.4) sera appelé polygone central *) de l’IB. Les valeurs limites 
recherchées du rayon sont définies par les relations 


Rmin=minR"(), R = max R” (2). A. 
min 1€Q (2) max :€Q (2) € 5) 


Si Q est un ensemble vide (ne contient aucun point), l'objet en question a une 
forme non ronde. 

Les relations (A.3) à (A.5) caractérisent les étapes principales d'établisse- 
ment de l'estimation du rayon R, lesquelles consistent 1) à calculer R'’ (2), 
R° (:) en divers points du plan, 2) à voir si la condition (A.4) est vérifiée et 3) 
à chefcher les valeurs limites Ronin, Rmax- Pour obtenir des algorithmes effi- 
caces pour le calcul des valeurs limites, il faut en outre : 1) limiter le domaine de 
recherche des points appartenant à Q. 2) diminuer sensiblement le nombre d'ES 
analysés pour la recherche des extrémums dans (A.3). car même pour À = 5 
le nombre d’'ES appartenant à l’IB peut atteindre 80. Ces questions seront exa- 
minées au n° 4 ; leur solution permettra de caractériser les erreurs instrumentales 
de la SI et de mettre en évidence la dépendance de ces erreurs par rapport à la 
position de l’objet sur la SI. 

. Le polygone central Q et l'intervalle (Rmin: Rmax) caractérisent les contrain- 
tes imposées par l’IB obtenue à la position possible du centre du cercle et à la 
valeur de son rayon. Cependant ces caractéristiques n'épuisent pas toutes les 
informations pertinentes offertes par les fonctions R’ (2) et R” (z). Il est à noter 
Re NL valeurs de À n'ont pas la même probabilité dans l'intervalle 

mm Q] x e. 

Gherchens la loi de distribution de la probabilité conditionnelle p (R | W) 
du rayon R d’un che dont l'IB est égale à W. Admettons que 1) le point aléa- 
toire z, centre de ones exhibé, soit distribué uniformément dans un domaine 
suffisamment grand de la SI d’aire S ; 2) les probabilités a priori (avant l’épreu- 
ve) p (R) des valeurs de R soient les mêmes, quel que soit R. 

De l'égalité de l'IB à W, on déduit que z, appartient à Q et que Rnin 
< R < Rmax- Si le rayon du cercle est R, la position de z, doit être cherchée 


*) On peut décrire l’ensemble @ comme suit. A tout couple de points 
w;. ws, dont le premier est un point-image et le second un ES de la SI exérieur à 
l'IB, correspond un demi-plan de points : plus proches de w, que de w;. La con- 
dition (A.4) est vérifiée pour les points appartenant à l'intersection de tous les 
demi-plans indiqués, intersection qui forme le polygone central Q. 
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dans un ensemble QA plus petit, tel que *) 


R'(G)<R<R"(:) (A.6) 
en tout point de Qe. 
La probabilité conditionnelle p (W | R) pour que l’IB du cercle de rayon 
Æ soit égale à W, c'est-à-dire la probabilité qu'un point aléatoire z, soit contenu 
dans Qh, est proportionnelle à l'aire S (Qr) de Qn: 


P(WIR)=S (Qr)/S. (A7) 


Pour passer des probabilités p (W | R) à la distribution des probabilités 
P (R | W) recherchée, utilisons la formule (A.2) ; la somme figurant au dénomi- 
nateur est la probabilité p (W): 


P(RIW=P(WIR)p(R)/P(W = cs (Or). (A8) 


La dernière égalité découle de (A.7) et de l'hypothèse de l’invariabilité de 
P (R): le facteur de normalisation c est calculé à partir de la condition que l’in- 
tégrale de p (R | W) par rapport à la variable R est égale à 1. 

Conformément au principe du maximum de vraisemblance utilisé dans la 
théorie de l'estimation, prenons comme estimation de R la valeur du rayon.du 
cercle pour laquelle la probabilité conditionnelle p(R|W) et, partant, 
S (Qr) pen par le maximum **). Ainsi, dès la première présentation de l'ob- 
jet rond, il est possible de construire la densité de la distribution des Pope 
LG p(R1W) dela variable R cherchée et de déterminer sa valeur la plus proba- 
e 


Avec chaque présentation successive du même objet rond dans différentes po- 
sitions, les 1B obtenues et les intervalles (R(Ÿ,, R.) correspondants varieront. 
L'estimation finale du rayon après plusieurs présentations est 


max RÉ ER< min RO. (A.9) 


Autrement dit, l'intervalle des valeurs possibles de R est l'intersection de tous 
les intervalles (Rmin: Rmax) obtenus. Pour établir les estimations par la métho- 
de du maximum de vraisemblance, dans le cas de présentations multiples, il faut 
calculer les probabilités a posteriori avec chaque présentation successive en 
substituant à la valeur a priori p (R) dans (A.8) la distribution conditionnelle ob- 
tenue à la suite des présentations précédentes. Les calculs inextricables des 
S (QR) successives rend cette méthode peu pratique. 


&. Précision de la mesure des objets ronds 


Pour analyser la précision des mesures, nous utiliserons les propriétés de 


symétrie de la SI qui possède quatre groupes d’axes de symétrie: ce sont les 
droites d'équations 


1 1 
Zu = he TV RS z+y=n, (4.10) 


*) Le polygone central Q est la réunion de tous les QA pour l'IB donnée. 

**) Des considérations géométriques générales il ressort que la distribution 
des probabilités p (R | W) est unimodale (admet un maximum local unique). 
On peut mettre Q4 sous la forme de différence de deux ensembles : intersection 
QR des cercles de rayons R ayant leurs centres dans les ES de W et réunion 
QA des cercles dont les centres sont en dehors de W. Quand R augmente, Q2, 
et ©} deviennent plus grandes : d’abord Q: croît plus vite, ce qui fait augmenter 
S (Qn). ensuite Q, commence à croître plus fort, ce qui a un effet contraire. 
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où les n; sont des entiers quelconques: Ces droites partagent le plan en triangles 
rectangles égaux d'’aire 1/8 que nous appellerons triangles élémentaires. Si le 
centre de l'objet rond est situé sur une des droites (4.10), le centre de l'IB 
correspondante appartient lui aussi à cette droite (en vertu de la symétrie du 
cercle par rapport à n'importe lequel de ses diamètres) ; cette même droite est 
l'axe de symétrie de l'ensemble W et du polygone Q. 

Suivant le nombre d’axes de symétrie, nous distinguerons quatre types d'IB: 

1) IB à trois axes de symétrie; les coordonnées du point z, sont alors soit 
toutes deux entières, soit toutes deux semi-entières. Dans le premier cas, le 
nombre de points de l’IB (que nous désignerons par n (W)) est égal à 4m + 1, 
et dans le second à 4m; 

2) IB à deux axes de symétrie; une coordonnée de z, est entière, l'autre 
semi-entière, nr (W) est pair; 

3) IB à un seul axe de symétrie; 

4) IB sans axes de symétrie. 

Le type d'IB ne dépend pas de la taille de l'objet rond, mais uniquement 
de sa position sur la SI. Les fonctions R’ (:) et R” (:) n’atteignent leurs valeurs 
extrèmes en z, que pour les 1B des deux premiers types, car :, est le centre géo- 
métrique de Q. Dans les autres cas, on calcule Rojn: Rmax en cherchant les 
points extrêmes correspondants. Pour les IB du quatrième type, l'ensemble Q 
est contenu entièrement dans le même triangle élémentaire de la SI que le point 
ze (soient O, les sommets de à triangle; O, se confond avec l’ES et O: est le som- 
met de l'angle droit). Pour les IB du troisième type, z, est situé sur l’un des 
axes de symétrie de la SI ; l'ensemble Q est limité par deux triangles élémentai- 
res contigus. La fonction R°” (z) étant symétrique, son extrémum peut être cher- 
ché dans n'importe lequel de ces triangles (Run est atteint sur l'axe de symé- 
trie). On voit donc que les points extrêmes doivent toujours être cherchés dans 
le domaine limité par le ee G d'aire 1/8; le « centre de gravité» de l’IB 
est situé à l'intérieur ou à la frontière de ce triangle. 

La forme des polygones centraux (dont les frontières sont tracées en trait 
fort) pour les IB ayant un nombre minimal-d’ES est illustrée à la figure A.1. 
Les ES appartenant à l'IB, sont représentés par des cercles blancs et, pour plus 
de clarté, sont reliés par des traits interrompus. Le point z, se confond avec O; 
dans le cas a, avec O. dans le cas b et avec O, dans le cas d; dans les autres cas, 
sa position est spécitiée. Les intervalles (Rmin» Rmax) Pour les IB énumérées 
sont respectivement : a; (0; 1); b, (0,5; 1,118); c, (0,707 : 1,174); d, (0,707; 
1,581) ; e, (1,0 ; 1,25) ; f, (1,118 ; 1,581). On a des IB du premier type dans les cas 
a et d, du deuxième type dans le cas b, du troisième type dans les cascete, 
et du quatrième type dans le cas f. 

Ces exemples montrent que les longueurs des intervalles (Rain: Rmax) 
caractérisant l'erreur instrumentale de mesure diffèrent considérablement pour 
les différentes 1B. C'est la raison pour laquelle la précision des mesures dépend 
de la position de l’objet rond sur la SI. Soulignons que les plus grandes erreurs 
apparaissent chez les ÎB du premier et du deuxième type, ce qui est dû à leur sy- 
métrie. : 

Revenons au cas c pour illustrer la disposition des points extrèmes des fonc- 
tions R’ (z)et R°.(:) (dans ce cas ils sont ‘situés tous deux sur l'axe de symétrie 
0:03). En O, on a évidemment R’ = R° = 1. La fonction R’ décroît de façon 
monotone le long de 0,0, pour atteindre le minimum en O;; la fonction R” 


croît d’abord jusqu'à Rinax = 5W2/6, puis décroît jusqu'à V2/2. En & on a 
R'()=V 58 > Rmin R° (4) =2 3/3 < Rinax- 


En utilisant le rectangle élémentaire G renfermant le point :,, on arrive 
non seulement à restreindre le domaine de recherche des valeurs extrèmes 
Rmin €t Rmax, Mais aussi à faciliter considérablement le calcul des fonctions 
R' (:), R°(:), en négligeant les points w; qui ne peuvent jamais donner un ex- 
trémum dans (A.3). 
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. Associons à chaque ES w, un vecteur tridimensionnel r; = (rjy, rie ris), 
où r17 est la distance entre w, et 0j (on suppose que l’IB est fixée et que son centre 
ze est situé soit à l'intérieur de é. soit sur sa frontière). Dans ce cas, s’il existe 
deux ES qui vérifient simultanément 


T1} < Tops À = 1, 2, 3, (A.11) 
on aura toujours 


Im —21<lwi—:] (A.12) 


pour tout z € G (sir, = r2, pour j = 1, 2, 3, les points w, et w se confondent). 
Autrement dit, si tous les sommets O, sont situés plus près de w, que de w:, 
il en sera de même pour tous les autres points du triangle G. Etant donné deux 
ES distincts w, et w., nous écrirons les conditions (A.11) sous la forme w, << we 


o. 
Os 3 î w’ 
4 | 
o 0, 0,q D W' Os 
a X 

. ue me —Q 
O0, ©; 

a) b) c) 


Fig. A.1 


et nous dirons que w, est « plus petit » que w, et que w, est donc « plus grand » 
que w, (tout ceci évidemment par rapport au triangle G donné). 

En vertu de (A.12), si w, < w, et que w, est un point-image d’un objet 
rond dont le centre appartient au triangle G, w, est alors un autre pee 
de ce même objet (puisque w, est plus proche du centre du cercle que w:2). 
Nous établissons ainsi une simple condition nécessaire que doivent vérifier les 
IB vor ronds: aucun point-image n’admet de points « plus petits » en de- 
hors de l’IB. Précédemment, au n° 3, nous avons formulé la condition suffisante 
de « rotondité » de l’objet exploré: le point z doit vérifier (A.4). On n’a donc 
pas à analyser les valeurs de la différence R° (z) — R’ (:) dans le triangle G 
pour classifier les objets en « ronds » et « non rond », sauf si la condition néces- 
saire est vérifiée, alors que la condition suffisante ne l'est pas. . à 

Appliquons (A.11) au calcul des valeurs de R’ (:) et R°(:). Si w, et we, 
tels que w, <-w,, sont tous deux des points de l’IB, on peut négliger w, en 
calculant R° (z) d'après (A.3). De même, si w,, w, ne sont pas des points del IB, 
on peut négliger w, en calculant R” (:). L'analyse du réseau d'ES montre qu'en 
considérant des 1B qui comportent un grand nombre d’ES, il est possible de né- 
gliger la plupart des ES et de simplifier considérablement le calcul des valeurs 

e R’(:) et de R° (2). 
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Eliminons de l'IB W tous les points-image qui admettent des points-image 
«plus grands ». Il reste alors un séus-ensemble W’ que nous appellerons le 
noyau de l'IB *) (il n’y a dans W’ aucun couple de points tels que w, < w:). 
De même, considérons l’ensemble W des ES qui ne sont pas des points-image 
(qui n'appartiennent pas à l'IB) et supprimons dans W les points qui admettent 
des points « plus petits » dans W. 11 reste un sous-ensemble W” & W. En cal- 


culant R’ (z), R” (:), il suffit de substituer dans (A.3) W’ à Wet W° à W. Du 
pas de vue géométrique, le noyau W/ est l’ensemble des points-image les plus 

loignés du triangle G; par contre, W” réunit les ES les plus proches de G tout 
en n'étant pas des points-image. 

Etant donné le triangle G et l’un des ensembles W’ ou W”, la condition né- 
cessaire de « rotondité » formulée plus haut permet de définir de façon univoque 
l'IB tout entière: l'IB doit contenir tous les ES plus petits qu’un point de 
W’, ainsi que l’ensemble W’ tout entier, ou alors tous les ES plus petits qu’un 
point de W”. Autrement dit, le sous-ensemble W’ est la partie « informative » 
de la frotitière « interne » de l'IB, et le sous-ensemble W” est la partie « informa- 
tive » de la frontière « externe » de l’IB. Notons que si on considère un objet con- 
vexe quelconque, l’IB étant un polygone convexe, le sous ensemble analogue à 
W' et permettant de reconstituer de façon unique l’IB tout entière réunit tous 
les sommets du polygone en question. Pour les objets ronds, le nombre de points 
« essentiels » de l’IB est beaucoup moins grand. Pour les IB représentées à la 
figure A.1, le noyau de l’IB se réduit à un point unique dans les cas a, b, c, d 
et e, et à deux points dans le cas f. ! 

La mise en ordre des ES du réseau suivant les coordonnées des vecteurs r, 
correspondants pour un triangle G donné permet d'entreprendre une analyse nu- 
mérique exhaustive des.erreurs instrumentales de la SI lors de la mesure d'objets 
ronds ; à cet effet, on fait un recensement direct de toutes les IB existantes des 
objets en question et l'on calcule les intervalles correspondants (Rmins Rmax)- 
ne allons ici décrire la méthode de cette analyse et citer quelques résultats 
obtenus. 

Prenons un triangle élémentaire « de base » G, et bornons-nous à considérer 
les IB dont le centre = appartient à G, (puisque toutes les autres 1B d'objets 
ronds peuvent en être déduites au moyen de translations et desymétries de la SI 
où les ES passent les uns aux autres sans affecter les valeurs de Rain et Rmax)- 
Pour être précis, prenons ©, = (0: 0), Os = (0,5; 0), Os = (0,5; 0,5). Numéro- 
tons tous les ES dans l’ordre croissant des sommes correspondantes r, + rs + rs 
(voir fig. A.2 a) et assimilons ces ES aux sommets d’un graphe conformément à 
(A.11): si w; < wj, il existe un chemin reliant l'i-ième sommet du graphe au 
j-ième (une flèche unique ou plusieurs flèches consécutives). Une partie d'un 
tel graphe de la SI est montrée à la fig. A.2.b. 

A chaque IB d'un objet rond correspond un sous-ensemble de sommets (sous- 
graphe) de ce graphe, défini de façon unique par son noyau W'; ce noyau se dis- 
tingue avant tout par l'absence de couples de sommets reliés par un chemin. 
On a mis au point un algorithme de recensement de tous les noyaux possibles 
dans l'ordre croissant des indices des ES contenus dans ces noyaux. D'après le 
noyau W”, on détermine l’IB W tout entière avec sa frontière «externe» W”; 
puis, d'après Wet W”, on calcule les valeurs limites Rnin (W) et Rmax (W)- 
Remarquons que tous les noyaux ne décrivent pas réellement des 1B "d'objets 
ronds. Pour certains noyaux, assez peu nombreux il est vrai, les ensembles cor- 


*) La condition (A.11) induit sur l’ensemble des ES la relation d'ordre par- 
tiel: on peut le considérer comme l’ensemble des sommets d'un graphe (un che- 
min relie le sommet w, au sommet w, si w, << w:). Le sous-ensemble W” est 
le noyau du graphe W. De même, le sous-ensemble W” est le noyau du graphe 
« complémentaire » W, à condition d'inverser la relation d'ordre, c'est-à-dire 
d'inverser toutes les flèches du graphe. 
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respondants W ne peuvent pas être les 1B d'objets ronds, puisque la condition 
nécessaire (A.4) n’est vérifiée en aucun point de Gr. 

Il existe une grande variété d’IB, parfois même constituées par un même 
nombre de points-image. Par exemple, les 1B représentées à la fig. A4 dete 


Fig. A.2 


0 20 40 60 
Fig. A.3 


comprennent quatre points-image chacune. Plus le nombre de points-image 
n (W) est grand, plus il y a d’IB différentes comprenant exactement n points, 
bien que cette dépendance ne soit pas du tout régulière. La fig. A.3 montre les 
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courbes de variation du nombre W d'IB différentes en fonction du nombre n 
de points-image. Pour chaque valeur de n, il existe au plus une IB du premier ou 
du second type, à l'exception des nr = 12, 16, 40, 60 et 96 pour lesquelles il exis- 
te une IB du premier type et une 1B du deuxième type. Cependant, pour de nom- 
breuses valeurs de n, il n'existe que des bases du troisième et du quatrième ty- 
pe. Le nombre N, d'IB du quatrième type différentes est en général plus grand 
que le nombre W, d’IB du troisième type ayant le même nombre de points-image 
(voir la courbe NW, (n) fig. A.3). Indiquons par anticipation gs les intervalles 
(Rmin» Rmax) les plus longs correspondent généralement aux IB du premier type, 
et les plus courts, aux 1B du quatrième type. 
On arrive à cerner la géométrie spécifique des IB d'objets ronds en analysant 
les nombres n (W'), nr (W*) de points-image contenus dans les sous-ensembles 
*, W”. Ces nombres restent pratiquement inchangés, même lorsqu'il y a une 
très forte croissance du nombre total de points-image n (W). Le Tableau A.1 
donne les distributions du nombre d’IB dont les valeurs des paramètres n° = 
= n(W')et n°” = n (W°) sont les mêmes. Les valeurs au numérateur caracté- 
risent les IB à 35 points-image au plus qi y en a 140), et au dénominateur, les 
IB comportant de 36 à 70 pue (il en existe 342). En plus des distribu- 
tions bidimensionnelles à deux pre n'et nr”, le Tableau A.1 contient, 
dans la colonne de droite et à la dernière ligne, les distributions unidimensionnel- 
les f(n’), g(n°) suivant chacun de ces paramètres pour les nombres d’IB 


n(w-) 
1 2 3 4 5 f (n°) 
n(w’) 
1 15 | 19 | o 35 
10 23 2 35 
2 # | 36 | 18 | © E 
15 56 41 5 117 
3 o | 10 | 18 | 3 1 
; 4 3 61 33 121 
a pl A ee NS 
2 18 30 10 60 
5 EL PO EL 2 3 
2 2 5 9 


correspondantes. Nous voyons que la duplestian du nombre de points-image 
n'affecte pratiquement pas les positions des maximums des fonctions f (n°) et 
& (n°): si pour n (W) < 35 les distributions f, g présentaient un maximum bien 
prononcé avec n° — n° = 2, on voit que pour les IB telles que 36 < n (W) << 70 
les domaines de maximums deviennent plus étendus et englobent les valeurs 
n'= n" = 3. Dans le premier cas, les valeurs de nr’ et r” ne dépassent pas 4, 
et dans le second cas, 5. Ce résultat montre que le volume des calculs nécessaires 
à la recherche des valeurs limites Pmin et Rmax du rayon d’un objet rond ne dé- 
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pend pratiquement pas du nombre de points-image. Remarquons aussi que la 
détermination des fonctions R° (2) et R” (z) se réduit au calcul des écartements 
des points sur le plan et à la comparaison de ces écartements. On peut considé- 
rablement accélérer les calculs en se bornant à comparer les carrés de ces 
un par l'extraction des racines carrées des seules valeurs limites 
rouvees. 

Décrivons brièvement l'algorithme de la recherche des extrémums de 
R' (5)et R” (2) dans sa mise en œuvre. Au début, les valeurs de ces fonctions ont 
été déterminées d’après un réseau « grossier » avec un pas de 0,05 (ce réseau com- 
portait 66 points dans G.). Les valeurs approchées de Rain, Rmax obtenues sur 
le réseau « grossier » ont ensuite été raffinées au voisinage des points extrêmes 
obtenus sur un nouveau réseau avec un pas de 0,01. Si le réseau grossier ne ré- 
vélait aucun point z vérifiant (A.4), il fallait alors contrôler sur le réseau à 
0,01 le voisinage du point du réseau où la différence R° (2) — R° (z) était maxi- 
male. Si toujours aucun point vérifiant (A.4) n’était révélé, l'ensemble W en 
question était exclu du nombre d’IB d'objets ronds. 

Pour mieux illustrer les résultats obtenus, examinons d’abord la précision 
de mesure du rayon R d’un objet rond à l’aide d’une estimation fort simple 


R=Vn(Wn, (4.43) 


calculée en supposant que le nombre de points-image # (W) définit l'aire de l’ob- 
jet exhibé ; une telle estimation tient compte du nombre de points-image, mais 
néglige évidemment leurs positions relatives. Les résultats obtenus sont repré- 
sentés à la fig. A.4. Le trait continu illustre les valeurs de min Rmin et de 
MaAXR max pour toutes les IB ayant le même nombre de points-image r (W). Ces 
fonctions ont une allure monotone, sauf pour r — 4,9, 12, 16, 21, 32, 37 (traits 
mixtes verticaux) où l’erreur de mesure du rayon connaît une augmentation locale 
à cause de l’existence d'IB du premier type; les intervalles (Rmin, Rmax) POUr 
ces 1B déterminent entièrement la gamme de variation de l'erreur et couvrent 
les intervalles analogues pour les autres IB ayant le même nombre de points- 


image. L'estimation R est tracée en trait interrompu (rappelons que toutes les 
fonctions représentées ne concernent que des r entiers). Pour permettre la compa- 
raison, la figure illustre à la même échelle la courbe de variation de l'erreur 


limite ô pour l'estimation À. Nous voyons que la distribution de l’erreur pour 
l'estimation (A.13) est partout inférieure (sauf en quelques points isolés) à 0,2 
fois le pas du réseau, ce qui signifie que l'erreur de mesure du diamètre d’un cer- 
cle à l'aide de l'estimation (A.13) ne dépasse pas 0,4. 

On sait qu’en mesurant des dimensions linéaires à l'aide d’une échelle uni- 
forme, l'erreur limite ne dépend pas de la taille de l'objet et reste égale à 0,5 
(demi-division de l'échelle). Le réseau d’ES, qui peut être assimilé à une « échel- 
le bidimensionnelle uniforme », assure pour la mesure d'objets ronds une prétci- 
sion plus élevée que l'échelle unidimensionnelle, même si l’on utilise l’estima- 
tion élémentaire (A.13) qui tend à ajouter aux erreurs instrumentales propres 
du réseau des erreurs algorithmiques supplémentaires. 


La figure A.4 révèle que l’erreur de mesure de R dépend considérablement 
de la position de l’objet rond sur la SI. Par exemple, pour le cercle de rayon 
R = 3 le nombre de points-image varie entre 26 et 32 d’une IB à l’autre, sauf 


pour n = 31. L'erreur pour l’estimation R varie en conséquence; les valeurs 
les plus « avantageuses » pour la mesure sont évidemment nr (W) = 28, 29, et 
l'erreur la plus importante a lieu pour l’IB où n = 32. 

Pour éliminer complètement les erreurs algorithmiques, il faut, comme nous 
l'avons déjà dit, prendre en considération les positions relatives de tous les 
points-image de l’objet rond en calculant Rain et Rmax- Dans ce cas, il est na- 
turel de prendre comme estimation AR, du rayon mesuré la moyenne R, = 
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= (Rmin + Rmax)/2; l'erreur ô d’une telle estimation sera 


8 (Rmax —Rmin): (A.14) 


Pour comparer les erreurs des estimations R (selon (A.13)) et R,, reprenons 
le cercle de rayon R = 3. Les calculs montrent que, suivant la position du cer- 
cle par rapport à la SI, il peut y avoir dix-huit 1B différentes comportant de 26 
à 32 points-image (telles que Rain € 3 & Rmaz)- Les valeurs correspondantes 


0 10 20 30 40 
Fig. A4 


de à calculées suivant (A.14) sont marquées par des croix sur le petit graphique 
inclus à la figure A.4. Nous voyons que pour la plupart des IB l'erreur instru- 
mentale 6 est plus petite que 0,1 pas du réseau, et que pour six d'entre elles 
l’erreur est même inférieure à 0,05 pas. Par contre, il existe quelques IB pour 
lesquelles l'erreur instrumentale est proche de celle de l'estimation (A.13). Du 
point de vue de l'erreur, l’IB la plus mauvaise est sans conteste celle où n — 
= 32, Ô = 0,31; notons que des valeurs plus grandes de Ô(W) n'existent que 
pour les deux IB où n = 1 et n = 4, montrées à la fig. A.1 a et d. Toutefois, en 
choisissant judicieusement la présentation de l’objet rond de R=3, il est pos- 
sible de faire baisser l'erreur de mesure de tout un ordre de grandeur, par exem- 
ple jusqu’à 0,02 pas du réseau pour l'une des IB. 

La situation se présente de la même façon quand on fait croître le rayon du 
cercle, bien que les maximums « aigus » isolés de l’erreur deviennent de plus 
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en plus rares, variant entre 0,15 et 0,20 pas du réseau. Par ailleurs, le nombre 
d'1B pour lesquelles ie est inférieure à 0,05 augmente sensiblement. Ainsi, 
les calculs montrent qe a distribution des valeurs de l'erreur instrumentale 
pour les différentes 1B d'un objet rond ont un caractère « kaléïdoscopique » 
prononcé, l’erreur de mesure étant définie en fait par la position de l’objet. Gette 
propriété de la SI permet de tirer deux conclusions importantes : 

1) l'estimation de la précision instrumentale de la SI doit être intégrale et 
tenir compte de toutes les positions possibles de l'objet exhibé ; autrement dit, 
elle doit être globale, tout comme les estimations des propriétés intrinsèques 
du BM établies précédemment ; 

2) plus l’algorithme de mesure de l'objet d’après son IB est précis et plus 
le niveau des erreurs proie est bas, plus on augmente l'efficacité des 
mesures en multipliant les présentations de l'objet (à condition de changer la 
position de l’objet par rapport à la SI de façon aléatoire à chaque nouvelle pré- 
sentation) : en effet, les présentations multiples améliorent la probabilité d’ob- 
tenir une IB avec une faible erreur instrumentale. 

Tout ce qui précède concerne la mesure du rayon de l'objet. En mesurant les 
coordonnées inconnues z9 = (Zo» yo) du centre du cercle, on peut choisir comme 
estimation le « centre de gravité » de l'IB. Il existe pourtant une estimation plus 
poses fondée sur le fait que le point z, est toujours contenu à l’intérieur du po- 
ygone central @ qui limite le domaine des positions ibles du point, tout 
comme l'intervalle (Rmin, Rmax) limite le domaine des valeurs possibles du 
rar R. L'estimation la plus précise de z, est donc le centre de gravité du 
polygone central de l’IB*), l’erreur d’une telle estimation n'étant jamais su- 
périeure au demi-diamètre du polygone Q. On définit le polygone Q en calculant 
les fonctions R’ (z), R° (z) nécessaires à l'établissement de l'estimation du 
rayon d’un objet rond. Remarquons qu'il existe une corrélation étroite entre les 
erreurs instrumentales entachant les mesures du rayon et celles commises en 
définissant la position du centre de l’objet rond : aux IB de plus grand inter- 
valle (Rmins Rmax) Correspondent des polygones centraux de plus grande taille. 
Ainsi, lorsqu'on mesure la position du centre d’un objet rond la position de cet 
objet par rapport à la SI reste toujours déterminante. 

L'analyse qui précède sous-entend que les ES sont des objets ponctuels qui 
coïncident exactement avec les sommets d'un quadrillage. Si par contre les ES 
ne coïncident avec les sommets qu'à une quantité € près, il est évident que les 
valeurs de Rmin et Rmazx calculées précédemment pour la SI idéale seront enta- 
chées d'une erreur &; l'erreur de mesure dans le cas d’une présentation unique 
augmentera d'autant. La question de l'élimination des erreurs entraînées par 
l'imprécision du réseau au cours de présentations successives demande: une étu- 
de plus approfondie. 

Une autre généralisation naturelle de la théorie de la précision de la SI 
est liée à la prise en compte des dimensions finies des ES. Si les ES ont une for- 
me ronde et s'ils « réagissent » quand l’objet exhibé recouvre une fraction aussi 
petite que l’on veut de l’aire de la SI, l'analyse précédente de la précision de me- 
sure des objets ronds reste valable (on peut alors assimiler les ES à des points, à 
condition d'augmenter convenablement le rayon de l’objet mesuré). Dans tous 
les autres cas, l'analyse des erreurs instrumentales doit se faire par simulation 
mathématique, à défaut d'une méthode théorique adéquate. Il existe enfin en- 
core une branche où le développement de la théorie de la précision de la SI 
est possible, branche qui prend en considération la probabilité de « panne 


des ES isolés. 


*) Pour les IB du premier et du deuxième type, le centre de l’IB se confond 
avec celui de @, puisque l’IB et Q ont les mêmes axes de symétrie. 


DE LA PRÉCISION DES SYSTÈMES SENSORIELS DES ROBOTS 374 


5. De l’estimation intégrale de la précision 
instrumentale de la SI 


Nous venons de constater que la SI se distingue par une distribution « kaléï- 
doscopique » des erreurs instrumentales, qui présentent de très fortes variations 
suivant la position du centre de l’objet rond. Un effet analogue se produit sans 
oul doute lors de la mesure d'objets de forme arbitraire, pour autant qu'il soit 
possible d'éliminer complètement les erreurs algorithmiques pour les objets de 
ce genre, seule restant l'erreur instrumentale de la SI. Nous mettrons donc à la 
base de l'estimation intégrale de la précision instrumentale l’erreur de mesure 
du rayon d'objets ronds. 

A chaque IB correspond sa propre erreur instrumentale 6 (W) définie par 
A.14). Quant à l'estimation intégrale A de l’erreur fournie par la SI, on peut la 
éfinir comme l'espérance mathématique de ô (W) considerée comme une va- 

table aléatoire : fonction de la position aléatoire du centre de l’objet rond sur 
a SI, 


=> 6 (W:) p (Wi). (A.15) 


où p (W;) est la probabilité d'obtenir une IB W/;; toutes ces probabilités dé- 
pendent du rayon R de l’objet. La valeur de R étant donnée, la SI est alors 
partagée en domaines disjoints QR définis par (A.6) pour les différentes IB. 
La probabilité p (W:) est proportionnelle à l'aire de Qn, 


P(W;) = S (QRWS (G) = 8S (Qn). (A.16) 


puisque la ques en domaines QAR est la même pour tous les triangles élé- 
mentaires de la SI. 

Nous avons vu au n°4 qu’il existe beaucoup d’IB différentes pour chaque 
valeur de R et que la recherche des aires S (QR) demande des calculs fastidieux. 
Il est donc rationnel de remplacer l'estimation nr (A.15) par une esti- 
mation approchée beaucoup plus ble que nous allons décrire. 

Choisissons pour chaque valeur de R trois 1B topologiquement distinctes, 
que nous désignerons par WA,. Ces IB correspondent aux positions du centre 
du cercle en O: ; il est évident que Wr, et WR, sont des IB du premier type, et 
WR, est du deuxième type. Leurs erreurs respectives ôR, s'avèrent en général 


supérieures à toutes les autres et nettement supérieures à la moyenne inté- 
grale fournie par (A.15). Bornons-nous à calculer une moyenne d'après ces trois 
IB : nous obtenons une approximation de l'estimation intégrale : 


à= ôp,Pi + ônPat Ôp,Ps, (A.17) 


où À >> A, si bien que À est une majoration. Les coefficients de pondération dans 
(A.17) doivent être différents des probabilités p (We) et vérifier la condition 


P1 + Pa + Ps = 1. Partageons conventionnellement le triangle G, en « domai- 

nes d'attraction » de ses sommets, en rapportant chaque point au sommet O} 

le ne pre Les aires de ces domaines vérifient la relation 1 : 2: 1. Prenons donc 
ans (A. 


Pi = Ps = 0,25, ps = 0,5. (4.18) 


Il reste à déterminer les valeurs des erreurs ôr, intervenant dans (A.17). En 
plus de la méthode générale décrite plus haut, on peut utiliser à cet effet un al- 
gorithme beaucoup plus simple qui tient compte des propriétés de symétrie des 

WRr,. Nous avons déjà dit que pour les IB du premier et du deuxième type 


24e 
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(c’est-à-dire pour WR,) les valeurs Rnin, Rmax S0nt atteintes au centre géomé- 
trique de l'IB qui se confond avec le point O1: 
Roi = R' (0j) Rmax = R” (0j). (A.19) 


Considérons l'ensemble des distances possibles des différents ES à un point 
O; donné et rangeons ces distances dans l'ordre croissant des valeurs:R,;, Ra; 
les distances ue correspondent à un élément unique de cette suite. Un 
cercle de centre en O, et de rayon égal à R contient tous les ES tels que R;;, < 
< R; on a donc pour l’IB WR, 


Rain = max (Ris Rii R); Rmax= min (Ris RyiXR). (A.20) 


Autrement dit, la suite de R}; perte la droite numérique en intervalles 
ce ip; Rmax) pour différentes 18 e centre en O;, et les égalités (A.20) permettent 
e déterminer les valeurs recherchées de 6, dans (A.17). 


Des suites analogues de valeurs croissantes des distances aux différents ES 
peuvent être construites pour tout point z, de G,. En prenant dans la suite un 
intervalle qui contient R, on obtient évidemment deux fois l'erreur 6 (z) 
de mesure de l'objet rond de rayon R centré au point = de la SI. Les calcus ef- 
fectués montrent que le maximum de 6} (z) suivant z est toujours atteint à l’un 
des sommets O1 ; autrement dit, la valeur maximale m (R) de l'erreur instrumen- 
tale de mesure d’un objet rond de rayon R est 


m (R)=max (ôL,, ÔRs Ôp)- (A.21) 


Considérons cette égalité comme une hypothèse admissible, qui, en plus de 
l'analyse numérique, peut être « corroborée » par le raisonnement suivant. Aux 
points O, correspond un nombre maximal d’ES dont les distances ont les mé- 
mes valeurs | w; — z| ; par conséquent, on peut situer sur un même segment 
de droite numérique pour les O; un nombre maximal d’intervalles (Rnin: Rmax)- 
Par exemple, pour le point O, les quantités R?, —(p — 1/2)? + q° sont les mé- 
mes en quatre ES w; = (p, q) dont les coordonnées relatives sont de signes op- 
posés : + (p — 1/2) et + q si q9 0, ou en deux ES si qg = 0; pour le point 
©, les distances R?, = p? + 4 coïncident en huit ES tels que p + 0, q 0 
et |p|l-lql, ou en quatre ES si l’une des conditions énumérées n'est pas 
vérifiée; enfin, pour O, les distances R?, coïncident aussi en huit ES, où seule 
est essentielle la condition | p||q}| (sans tenir compte d’une décomposi- 
tion non unique de À? en une somme de deux carrés, ce qui augmenterait encore 
le nombre de distances égales). C’est précisément l'existence d'un grand nombre 
d'ES, symétriques par rapport aux point O;, qui assure la considérable exten- 
sion des intervalles (Rmin: Rm x) Pour les trois IB considérées. 

La fig. A.5 montre les résultats du calcul des estimations (A.17) et (A.21). 
L'une d'elles, comme nous l'avons déjà dit, est une majoration de l'estimation 
intégrale de la précision instrumentale de la SI, tandis que l’autre — la fonc- 
tion m (R) — décrit la variation de l'erreur instrumentale maximale en fonction 
du rayon de l'objet rond. Les deux fonctions représentées ont été calculées avec 
un pas de 0,25 en R. Nous voyons que l’erreur maximale m (R) est égale à envi- 


ron deux fois À (R) et que ces deux quantités décroissent progressivement avec 


l'augmentation du rayon R. Pour R >> 15 l'estimation intégrale A (R) ne dé- 
passe pratiquement pas 0,05 pas du réseau, et la valeur exacte (A.15) de l'erreur 
moyenne doit être encore plus faible. Ainsi, le passage de l'échelle unidimension- 
nelle au réseau d’ES bidimensionnel permet d'élever la précision instrumentale 
de tout un ordre de grandeur. 

Cette méthode d'analyse des erreurs instrumentales de mesure des objets 
ronds peut aussi être appliquée à d'autres réseaux « réguliers » d’ES, à condition 
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que les ES se confondent avec les sommets des polygones réguliers recouvrant 
la SI. 11 existe trois types de réseaux réguliers : le réseau « carré » décrit plus 
haut, le réseau de mange réguliers (fig. A.6 a) et le réseau d'’hexagones = 
liers (fig. A.6 b)*). Sur le réseau triangulaire le domaine attribué à chaque ES 
est un hexagone régulier, et sur le réseau hexagonal, un triangle régulier; dans 
le premier cas, il peut être partagé en douze triangles « élémentaires », et dans 
le second, en six triangles « élémentaires ». 

,Sur le réseau triangulaire comme sur le réseau hexagonal, le centre z 
de l’IB d’un objet rond appartient au même triangle élémentaire G que le centre 


Fig. A.7 


inconnu de l’objet. En utilisant les vecteurs tridimensionnels des distances des 
ES aux sommets du triangle élémentaire, on peut dans les deux cas décrire les 
IB par leurs noyaux W” et leurs « frontières externes » W”, qui permettent de 
déterminer les valeurs limites Rinins Rmax du rayon de l’objet rond. Les condi- 
tions nécessaire et suffisante de « rotondité » de l'objet mesuré restent égale- 
ment valables. : 

Comme précédemment, les valeurs maximales ôR, de l’erreur instrumenta- 
le correspondent à des IB dont les centres se confondent avec les sommets O, 
du triangle élémentaire. Les trois 1B indiquées possèdent le plus grand nombre 
d'’axes de symétrie : six pour le réseau triangulaire et trois pour le réseau hexago- 
nal si le centre de l'IB est en O,, trois pour le réseau triangulaire et six pour le 
réseau hexagonal si le centre est en O;, et deux dans les deux cas (comme pour 
le réseau carré) si le centre est en 0:. On peut donc construire des estimations 
analogues de l'erreur instrumentale pour les réseaux triangulaire et hexagonal, 


à savoir une estimation intégrale approchée A, (ou 44) selon (A.17), (A.18) 
et une estimation de l'erreur maximale m, (ou ms) selon (A.21), l'indice inférieur 
désignant le type du réseau (3 = triangulaire, 4 — carré, 6 — hexagonal). 
Les courbes de variation de ces estimations en fonction de la valeur R du rayon 
de l'objet exhibé ont sensiblement le même aspect que pour le réseau carré. 

Afin de faire une comparaison quantitative des estimations de l’erreur ins- 
trumentale pour les réseaux des différents types, nous avons établi aux fig. 


A.7, A.8 les histogrammes caractérisant les distributions des différences à —_ 
— As, Ag — A4, my — ms, ms — m4 pour 97 valeurs de R échelonnées de 

*) Ces réseaux sont adjoints entre eux: en situant les ES aux centres des 
triangles, on obtient un réseau hexagonal, et vice versa. En plus des types énu- 


mérés, il existe deux autres groupes de réseaux de régularité « moindre » adjoints 
entre eux: leurs ES sont situés aux sommets de triangles rectangles ou de losanges. 
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R = 1 à R = 25 de 0,25 en 0,25 pas,du réseau. Sur la figure A.7 les différences 
ont été groupées à intervalles d’une longueur de 0,01 pas du réseau ; les colonnes 
hachurées se rapportent aux valeurs « extrêmes » de la différence : 


A— As<— 0,04; A4 — À3> 0,09; As — A4 > 0,14. 


Sur la fi A.8 le groupement a été effectué avec un pas de 0,05. 

Ces histogrammes montrent que l'erreur instrumentale rapportée au pas du 
réseau correspondant est minimale pour le réseau triangulaire (fig. A.7 a et 
A.8 a) et maximale pour le réseau hexagonal (fig. A.7 b et A.8 b), le réseau carré 


A 
20 


NI 
NT Mi Ms Me Ma 
0,1 0 0,1 0,2 0,2 Ô 0,2 0,4 
a) b) 


Fig. A.8 


se situant au milieu. Les valeurs intégrales moyennes (sur tout l'intervalle 
1<R< 25) des différences pour À et m sont 


A— â,= 0,02; & —à —=0,06; 


ma—mMs=0,03; me—ms—=0,07. 


Il faut noter que les réseaux des trois types diffèrent par la densité moyenne 
d’ES. Considérons le rapport de l'aire de la SI au nombre d'ES du réseau de 


pas 4. Egal à 1 pour le réseau carré, le rapport tombe à W3/2 pour le réseau trian- 


gaie et s'élève à 3V 374 = 1,30 pour le réseau hexagonal. Cependant, cette 
ifférence de densité ne peut pas complètement expliquer la différence quantita- 


tive des valeurs de A et m pour les trois types de réseau, car les différences rela- 

tives des erreurs sont beaucoup plus marquées que les différences de densité. 

On est donc en droit de conclure que les trois réseaux d’ES réguliers ont aussi une 
récision instrumentale différente: les erreurs de mesure sont minimales avec 
e réseau triangulaire et maximales avec le réseau hexagonal. 

Ce résultat est en corrélation étroite avec la classification qualitative des 
réseaux suivant un paramètre appelé « niveau de régularité » de distribution des 
ES. Ce niveau est déterminé par le nombre des distances différentes entre les 
ES formant une « maille » du réseau : les trois ES formant un triangle régulier 
sont à distance égale entre eux ; les distances entre les quatre ES du réseau carré 
prennent deux valeurs différentes ; enfin, sur le réseau hexagonal, on compte 
trois distances différentes entre les six ES de la maille. Ainsi, l'erreur instru- 
mentale augmente en même temps que l'« irrégularité » des écartements des ES. 
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